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一、单项选择题
1.D　提示：要使原函数有意义，则

{x2+x≥0，
x≠0， 解得 x>0 或 x≤-1，所以原函数

的定义域为（-∞，-1］∪（0，+∞）.故选D.
2.B　提示：由题意，得 f（6）=log55=1，所以 f ( )f ( )6 =

f ( )1 = 1
e .故选B.

3.B　提示：y=x+1为非奇非偶函数，不符合题意；y=
x3 定义域为R，既是奇函数又是增函数，符合题意；y=-x2

为偶函数，在（-∞，0）上单调递增，在（0，+∞）上单调递减，

不符合题意；y=- 1
x 在定义域（-∞，0）∪（0，+∞）上不单调，

不符合题意 .故选B.
4. C　提示：由 f（x）= sin 3x

ln ( )e2x+1 -x
= sin 3x

ln ( )e2x+1 - ln ex
=

sin 3x

ln ( )ex+ 1
ex

，得 f（x）的定义域为 R，f（-x）= sin ( )-3x

ln ( )e-x+ 1
e-x

 =

- sin 3x

ln ( )ex+ 1
ex

=-f（x），则 f（x）为奇函数，排除 A；当 x∈( )0，π
3

时，ex+ 1
ex >1，则 ln( )ex+ 1

ex >0，又 sin 3x>0，则 f（x）>0，排除

B，D.故选C.
5.D　提示：因为 f（x）=（m2-2m-2）xm为幂函数，且函

数 f（x）在（0，+∞）上单调递增，所以m2-2m-2=1且m>0，解
得 m=3，所以 g（x）=ax-3+2（a>1），令 x=3，得 g（3）=a0+2=3，
所以g（x）的图象过定点（3，3）.故选D.

6.B　提示：由题意，得
ì
í
î

m ln ( )1+a =0.4，
m ln ( )3+a =0.8，两式相除，

得
ln ( )3+a
ln ( )1+a

=2，则 ln（3+a）=2ln（1+a），所以 3+a=（1+a）2，

又 a>0，解得 a=1，所以 h=mln（t+1）. 设 t 天后金针菇失去
的新鲜度为 60%，则 mln（t+1）=0.6，又 mln 2=0.4，所以ln ( )t+1

ln 2 = 3
2，即 2ln（t+1）=3ln 2，得（t+1）2=8，则 t+1=2 2，

得 t≈1.8.故选B.
7. D　提示：令 g ( )x = f ( )x

x2 ，x∈（0，+ ∞），则 g′( )x =
xf ′( )x -2f ( )x

x3 ，由 xf ′（x）-2f（x）<0，得 g′（x）<0，所以 g（x）

在（0，+∞）上单调递减，由 f（2x）-4x>0，得 f ( )2x

4x >1，又 f（2）=
4，则 f ( )2x

( )2x 2 > f ( )2
22 ，所以 g（2x）>g（2），又 g（x）在（0，+∞）上

单调递减，g（2x）在R上单调递减，所以 2x<2，解得 x<1.故
选A.

8.C　提示：由题意，得 a≠0 且 x>0，不等式 ln x≤ax3-
bx2-1，即 ln x+1

x2 ≤a ( )x- b
a 恒成立.设f ( )x = ln x+1

x2 ，则 f ′（x）=
-1-2ln x

x3 ，当 x∈（0，e-1
2）时，f ′（x）>0，f（x）单调递增，当 x∈

（e-1
2，+∞）时，f ′（x）<0，f（x）单调递减，所以 f（x）max=f（e-1

2）=e
2，且 x>e-1

2 时，f（x）>0，又 ln x+1
x2 ≤a ( )x- b

a 恒成立，所以 y=
a ( )x- b

a 的图象恒在 f（x）的图象的上方 .当a<0时，不等式

不恒成立，不符合题意；当 a>0时，直线 y=a ( )x- b
a 在 x轴

上的截距为
b
a，令 f（x）=0，得 x= 1

e，所以当直线 y=a ( )x- b
a

与 f（x）在点 ( )1
e，0 处相切时，横截距

b
a 取得最大值，

f ′( )1
e =e3，此时切线方程为 y=e3( )x- 1

e ，则 a=e3，b=e2，所以

b
a 的最大值为

1
e .故选C.

二、多项选择题
9.ACD　提示：对于 A，B，当-1<x<3 时，f ′（x）>0，则

（-1，3）为函数 y=f（x）的单调递增区间，故A正确，B错误；
对于 C，当-1<x<3 时，f ′（x）>0，f（x）单调递增，当 3<x<5
时，f ′（x）<0，f（x）单调递减，则 x=3 是函数 f（x）的极大值
点，故 C 正确；对于 D，当 3<x<5 时，f ′（x）<0，f（x）单调递
减，当 x>5时，f ′（x）>0，f（x）单调递增，所以 x=5是函数 f（x）
的极小值点，故D正确 .故选ACD.

10.BCD　提示：对于 A，因为 f（1+x）-f（1-x）=0，所以
f ′（1+x）+f ′（1-x）=0，f ′（1+x）=-f ′（1-x），即 f ′（x）关于（1，
0）对称，f ′（1）=0，故 A错误；对于 B，因为 f ′（x+2）为偶函
数，所以 f ′（x+2）=f ′（-x+2），即 f ′（x）关于x=2对称，则 f ′（3）=
f ′（1）=0，故 B正确；对于 C，因为 f ′（x）关于x=2对称和（1，

0）对称，所以 f ′（x）=-f ′（-x+2）=f ′（-x+4），所以 f ′（x+
4）=-f ′（x+2）=-［-f ′（x）］=f ′（x），则 f ′（x）的一个周期为 4，
所以 f ′（2 025）=f ′（1）=0，故C正确；对于D，由f ′（x+2）=f ′（-x+
2），得 f（x+2）=-f（-x+2）+m，即 f（x+2）+f（-x+2）=m，m为常
数，令 x=0，得2f（2）=m，所以 f（2+x）+f（2-x）=2f（2），故D正
确 .故选BCD.

11.BD　提示：对于A，当a=2时，f（x）=ex-2x，得 f ′（x）=
ex-2，由 f ′（x）<0，得 x<ln 2，则 f（x）在（-∞，ln 2）上单调递
减，故 A 错误；对于 B，当 a=e时，f（x）=ex-ex，得 f ′（x）=ex-
e，由 f ′（x）<0，得 x<1，由 f ′（x）>0，得 x>1，则 f（x）在（-∞，
1）上单调递减，在（1，+∞）上单调递增，所以 f（x）min=f（1）=
0，则 f （x）≥0 在 R 上恒成立，故 B 正确；对于 C，当 a<0
时，f ′（x）=ex-a>0，所以 f（x）在R上单调递增，又 f（0）=1，
f ( )1

a =e1
a -1<0，所以 f（x）在 ( )1

a，0 上一定存在零点，故 C
错误；对于 D，当 a>0 时，f ′（x）=ex-a，由 f ′（x）>0，得 x>
ln a，由 f ′（x）<0，得 x<ln a，则 f（x）在（-∞，ln a）上单调递
减，在（ln a，+∞）上单调递增，所以 f（x）有唯一的极小值，
故D正确 .故选BD.

三、填空题
12.2　提示：由 y=ex，得 y′=ex，当 x=1 时，y=e，即切点

为（1，e），所以 k=e，切线 l的方程为 y=ex.设 l与曲线 y=a+
ln x的切点为（x0，ex0），由 y=a+ln x，得 y′= 1

x，所以
1
x0

=e，解
得 x0= 1

e，即切点为( )1
e，1 ，所以a+ln 1

e =a-1=1，解得a=2.
13.（4，5）　提示：函数 g（x）=f（x）-1有 3个不同的零

点，即 f（x）-1=0有 3个不同的根，即 y=f（x）的图象与直线
y=1 有 3 个不同的交点，作出 y=f（x）的大致图象（图略），

则{1-4+a>1，
22-8+a<1，解得4<a<5，所以实数a的取值范围为（4，5）.
14.[ )1

e，+∞ 　提示：因为 f（x）≤0，即 ln x-aeax≤0，所以

ln x≤aeax，因为 x≥ 1
e，所以 xln x≤axeax=eaxln eax. 设 g（x）=

xln x，则 g′（x）=ln x+1，由 x≥ 1
e，得 g′（x）≥0，所以 g（x）在

[ )1
e，+∞ 上单调递增 .因为xln x≤eaxln eax，所以g（x）≤g（eax），

则 x≤eax，即 ln x≤ax，所以 a≥ ln x
x 在 [ )1

e，+∞ 上恒成立 . 设
h ( )x = ln x

x ，x≥ 1
e，得 h′( )x = 1-ln x

x2 ，由 h′（x）<0，得 x>e，由
h′（x）>0，得0<x<e，则h（x）在[ )1

e，e 上单调递增，在（e，+∞）
上单调递减，所以h ( )x ≤h ( )e = 1

e，所以a≥ 1
e .

四、解答题

15. 解：（1）由 f（x0）=1，得当 x0>-1 时，
x202 -1=1，解得

x0=2或 x0=-2（舍去）；当 x0≤-1时，-x0-2=1，解得 x0=-3.
综上，x0=2或 x0=-3.
（2）由 f（a）<a+3，得当 a>-1 时，

a2

2 -1<a+3，解得-2<
a<4，则 -1<a<4；当 a≤-1 时 ，-a-2<a+3，解 得 a>-5

2，
则-5

2<a≤-1.
综上，实数a的取值范围为( )- 5

2，4 .
16.解：（1）当 a=0 时，f ( )x =log 1

2
( )x2-x+2 ，由 x2-x+2>

0，得 x∈R，所以 f（x）的定义域为R，y=x2-x+2 的对称轴为

x= 1
2，所以 y=x2-x+2在( ]-∞，1

2 上单调递减，在 ( )1
2，+∞ 上

单调递增，又 y=log 1
2
x在定义域上单调递减，所以 f（x）的

单调递增区间为( ]-∞，1
2 ，单调递减区间为( )1

2，+∞ .
（2）因为 f（x）的值域为R，所以函数 g（x）=（1-a2）x2-

（1-a）x+2能取到全部正实数 .
①当 1-a2=0，即 a=±1时，若 a=1，f（x）=log 1

2
2=-1，不符

合题意；若a=-1，g（x）=-2x+2，符合题意 .
②当 1-a2≠0 时，由题意，得

ì
í
î

ïï
ïï

1-a2>0，
( )1-a 2-8 ( )1-a2 ≥0，解

得-1<a≤- 7
9.综上，实数a的取值范围为 é

ë
êêêê ù

û
úúúú-1，- 7

9 .
17.解：（1）当 a=1 时，f（x）=x-ln （2x-1），则 f ′( )x =1-2

2x-1，则 f ′（1）=-1，因为 f（1）=1，所以曲线 y=f（x）在点

（1，f（1））处的切线方程为 y-1=-（x-1），即 x+y-2=0.
（2）f（x）的定义域为( )1

2，+∞ ，f ′( )x = 2ax-a-2
2x-1 .

当 a≤0时，f ′（x）<0，由 x>1
2，得 f（x）在( )1

2，+∞ 上单调递

减；当a>0时，令f ′（x）=0，得x= a+2
2a

，又
a+2
2a

> a
2a

= 1
2，所以当

x> a+2
2a

时，f ′（x）>0，f（x）单调递增，当
1
2 <x< a+2

2a
时，f ′（x）<

0，f（x）单调递减 .
综上，当 a≤0 时，f（x）在 ( )1

2，+∞ 上单调递减；当 a>0
时，f（x）在( )1

2，
a+2
2a

内单调递减，在( )a+2
2a

，+∞ 上单调递增 .
18.解：（1）当 a=1 时，f（x）=ex-1-ln x-1，x∈（0，+∞），则

f ′( )x =ex-1- 1
x，易知 f ′（x）在（0，+∞）上单调递增，且 f ′（1）=

0，所以当 x∈（0，1）时，f ′（x）<0，当 x∈（1，+∞）时，f ′（x）>0，
所以 f（x）的单调递减区间是（0，1），单调递增区间是
（1，+∞），所以 f（x）的极小值为 f（1）=0.

（2）由 f（x）=0，得 a= ln x+1
ex-1 ，x∈（0，+ ∞），令 h ( )x =

ln x+1
ex-1 ，则 h′( )x =

1
x -ln x-1

ex-1 ，令 g ( )x = 1
x -ln x-1，易知g（x）

在（0，+∞）上单调递减，且g（1）=0，所以当x∈（0，1）时，g（x）>
0，h′（x）>0，h（x）单调递增，当 x∈（1，+∞）时，g（x）<0，h′（x）<
0，h（x）单 调 递 减 ，所 以 h（x）max=h（1）=1，又 h ( )1

e =
0，则当 x∈( )0，1

e 时，h（x）<0，当 x∈( )1
e，+∞ 时，h（x）>0，当

x→+∞时，h（x）→0，当 x→0时，h（x）→-∞，作出 y=h（x）的
大致图象（图略）.又 f（x）有且只有 2个不同的零点等价于
y=h（x）的图象与直线 y=a有且只有 2个交点，所以 a的取
值范围是（0，1）.

19.（1）解：当a=0时，f（x）=ex-1-x，定义域为R，f ′（x）=
ex-1，当 x<0 时，f ′（x）<0，当 x>0 时，f ′（x）>0，所以 f（x）的
单调递减区间为（-∞，0），单调递增区间为（0，+∞）.

（2）解：f ′（x）=ex-1-2ax，x≥0，令 h（x）=ex-1-2ax，则

h′（x）=ex-2a，当2a≤1，即a≤ 1
2 时，h′（x）≥0，h（x）单调递增，

所以h（x）≥h（0），即 f ′（x）≥f ′（0）=0，所以 f（x）在［0，+∞）上

单调递增，则 f（x）≥f（0）=0，满足题意；当 2a>1，即 a> 1
2 时，

当0≤x<ln 2a时，h′（x）<0，h（x）单调递减，所以h（x）<h（0）=
0，即 f ′（x）<f ′（0）=0，所以 f（x）在（0，ln 2a）上单调递减，
则 f（x）<f（0）=0，不满足题意 .

综上，实数a的取值范围为( ]-∞，1
2 .

（3）证明：由（2）得，当 a= 1
2 且 x>0 时，ex-1>x+ x2

2 =
x2+2x

2 ，要证（ex-1）ln（x+1）>x2，需证 ex-1> x2

ln ( )x+1 ，即证

x2+2x
2 > x2

ln ( )x+1 ，即证 ln ( )x+1 > 2x
x+2. 设 F ( )x =ln ( )x+1 -

2x
x+2（x>0），得F′( )x = x2

( )x+1 ( )x+2 2，当 x>0时，F′（x）>0恒

成立，所以F（x）在（0，+∞）上单调递增，又F（0）=0，所以F（x）>
0恒成立，即原不等式成立 .
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一、单项选择题

1.B　提示：令 t= x+1，则 t≥1，x=t2-2t+1，因为 f（ x+
1）=x+3，所以 f（t）=t2-2t+1+3=t2-2t+4（t≥1），即 f（x）=x2-
2x+4（x≥1）.故选B.

2.C　提示：因为 4x=3y=m，则 x=log4m，y=log3m，且 m>

0，所以
1
x + 2

y = 1
log4m

+ 2
log3m

=logm 4+2logm3=logm36=2，所
以m2=36，又m>0，所以m=6.故选C.

3.C　提示：因为 f（x+2）f（x）=1，所以 f ( )x+2 = 1
f ( )x

，

所以 f ( )x+4 = 1
f ( )x+2 = f ( )x ，即 f（x+4）=f（x），所以函数 f（x）

的一个周期为 4，又 f（0）∈（1，2），所以 f（2 026）=f（4×
506+2）=f ( )2 = 1

f ( )0 ∈( )1
2，1 .故选C.

4.B　提示：因为幂函数 f（x）=xm-2（m∈N）的图象关于
原点对称，且（0，+∞）上是减函数，所以 m-2<0，又 m∈N，

所以 m=0 或 m=1，所以当 m=0 时，f（x）= 1
x2，图象关 y 轴对

称，不满足题意；当 m=1时，f（x）=1
x，图象关于原点对称，

满足题意 . 所以不等式 ( )a+1 -m
2 <( )3-2a -m

2，即 ( )a+1 -1
2 <

( )3-2a -1
2，因 为 y=x-1

2 在（0，+ ∞）上 单 调 递 减 ，所 以
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

a+1>0，
3-2a>0，
a+1>3-2a，

解得
2
3 <a< 3

2，即实数 a的取值范围 ( )2
3，

3
2 .

故选B.
5.A　提示：当 a<0时，f（x）在（-∞，a）上单调递增，此
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n2 ⋅  
BM=x2-3y2+ 3 z2=0，

n2 ⋅  
CM=x2+ 3 z2=0， 令 z2= 3，则 x2=-3，y2=0，所以

n2=（-3，0， 3）.
因为平面CBM与平面BMN的夹角的余弦值为 34 ，所

以 || cos n1，n2 = || n1·n2
|| n1 || n2

= || 9-18λ+3
2 3 × 9( )2λ-1 2+4λ2+3

= 34 ，

得 2λ2-3λ+1=0，解得 λ=1 或
1
2，即

  
CN=  

CA1 或
  
CN= 1

2
  
CA1，

所以在线段 A1C 上存在这样的点 N，使平面 CBM 与平面

BMN 的夹角的余弦值为 34 ，此时 CN 的长度为 3 或

2 3.
第36期

第2-3版专题检测
一、单项选择题

1. B　 提示：因 为 || a = || b =2，且 || a-b = 10，所 以
|| a-b 2=a2-2a·b+b2=10，解得 a·b=-1，所以 a在 b上的投影

向量为
a·b

|| b
· b

|| b
=- 1

4 b.故选B.
2.D　提示：因为A= π

4 ，C= 7π
12 ，所以B=π- π

4 - 7π
12 = π

6 ，

又 sin C=sin 7π
12 =sin ( )π

4 +π
3 =sin π4 cos π

3 +cos π4 sin π3 =
6 + 2

4 ，由正弦定理，得
b

sin B
= c

sin C
，又 b= 2，所以 c=

b sin C
sin B

= 3 +1.故选D.
3. B　 提 示 ：因 为 sin ( )α+ π

3 -sin α= 1
2 sin α+ 32 ·

cos α-sin α= 32 cos α- 1
2 sin α=cos ( )α+ π

6 = 2
3，

所 以 cos ( )2α+ π
3 =cos é

ë
êêêê

ù

û
úúúú2 ( )α+ π

6 =2cos2( )α+ π
6 -1=

- 1
9.故选B.

4.D　提示：因为 a=（2，5），b=（x，-2），所以 a+2b=（2+
2x，1），因为 a⊥（a+2b），所以 a·（a+2b）=2（2+2x）+5=0，解
得 x=- 9

4，所以 || b = ( )- 9
4

2
+( )-2 2 = 1454 .故选D.

5.D　提示：由S△ABC= 3 = 1
2 acsin B，得acsin B=2 3，由

余弦定理，得 a2+c2-b2=2accos B，又 S△ABC= 34 （a2+c2-b2），

则 34 ⋅2accos B= 1
2 acsin B，得tan B= 3，又B∈（0，π），所以

B= π
3 ，sin B= 32 ，cos B=1

2，所 以 ac=4，所 以
 
AB ⋅ 

BC=
accos（π-B）=-2.故选D.

6.C　提示：设 T 为 f（x）的最小正周期，由题意，得2π
5 -( )- π

10 = π
2 = 1

4 T= π
2ω

，解得 ω=1，因为 f（x）=cos（x+φ）

的图象过点 ( )- π
10，0 ，所以 - π

10 +φ= π
2 +kπ，k∈Z，得 φ=

3π
5 +kπ，k∈Z，又0<φ<π，所以φ= 3π

5 .故选C.
7.B　提示：因为 2ccos B=2a+b，所以由余弦定理的推

论，得 2c ⋅ a2+c2-b2

2ac
=2a+b，整理得，a2+b2-c2=-ab，所以

cos∠ACB=a2+b2-c2

2ab
=- 1

2，又∠ACB∈（0，π），所以∠ACB= 2π
3 .

因为 CD 平分∠ACB，所以 ∠ACD=∠BCD= π
3 ，因为 S△ABC=

S△ACD+S△BCD，CD=2，所 以
1
2 absin 2π

3 = 1
2 b⋅2sin π

3 + 1
2 a⋅

2sin π
3 ，即

3 ab
4  = 32 ( )b+a ，则 ab=2（a+b），所以

2
a + 2

b =
1，所以 a+4b=（a+4b）( )2

a + 2
b =10+8b

a + 2a
b ≥10+2 16=18，

当且仅当
4b
a = a

b，且
2
a + 2

b =1，即 a=6，b=3时，等号成立，所

以a+4b的最小值为18.故选B.
8. D　 提 示 ：因 为 f（x）=4sin ωxsin(ωx+ π

6 )- 3=
4sin ω x (sin ωxcos π6 + cos ωxsin π6 )- 3 =2 3 sin2 ω x+
2sin ωxcos ωx- 3= 3（1-cos 2ωx）+sin 2ωx- 3=sin 2ωx-

3cos 2ωx=2sin (2ωx- π
3 )，当 x∈ ( )0，π

3 时，2ωx-π
3 ∈ ( - π

3 ，

2π
3 ω- π

3 )，因为 f（x）在 ( )0，π
3 内单调递增，所以

2π
3 ω-

π
3 ≤π

2 ，又ω>0，解得 0<ω≤5
4.当 x∈（0，π）时，2ωx-π

3 ∈( - π
3 ，

2πω- π
3 )，因为 f（x）在（0，π）内恰有 3 个零点，所以 2π<

2πω-π
3 ≤3π，解得

7
6<ω≤5

3，又 0<ω≤5
4，所以 ω∈( ]7

6，
5
4 . 故

选D.

二、多选题
9.BC　提示：对于A，若 a∥b，则 1·x-2×（-2）=0，解得

x=-4，故 A 错误；对于 B，若 x=2，则 a+b=（-1，4），所以
|| a+b = 17，故 B 正确；对于 C，若 a⊥b，则 a·b=-2+2x=0，

解得 x=1，故C正确；对于D，若 cos θ= a·b
|| a || b

= -2+2x

5 × 4+x2
=

1010 ，则 x=2或 x=2
7，故D错误 .故选BC.

10.ABD　提示：由a2+c2-b2=ac及余弦定理的推论，得

cos B=a2+c2-b2

2ac
= ac

2ac
=1

2，又 B∈（0，π），所以 B=π
3 ，由正弦

定理及 sin2B=3sin Asin C，得 b2=3ac，又 b=1，所以 ac= 1
3，所

以△ABC 的面积为
1
2 ac sin B= 1

2 × 1
3 × 32 = 312 ，因为 a2+

c2-b2=ac，所以 b2=1=a2+c2-ac=（a+c）2-3ac=（a+c）2-1，则 a+
c= 2，所以△ABC的周长为a+b+c= 2 +1.故选ABD.

11.ABD　提示：由图象，知 A=2，T=4×( )π
3 - π

12 =π，所

以 ω=2π
T =2，所以 f（x）=2sin （2x+φ），又 f（x）过点 ( )π

12，2 ，

得 sin ( )π
6 +φ =1，则 π

6 +φ= π
2 +2kπ，k∈Z，得φ=π

3 +2kπ，k∈
Z，又 || φ < π

2 ，所以 φ= π
3 ，所以 f ( )x =2sin ( )2x+ π

3 .对于 A，

由 f ( )- π
6 =0，得 f（x）的图象关于 ( )- π

6 ，0 对称，故A正确；

对于B，由 f ( )- 5π
12 =-2，故B正确；对于C，当x∈é

ë
êêêê- 2π

3 ，- π
6 ù

û
úúúú

时，2x+ π
3 ∈［-π，0］，则 f（x）不单调，故 C 错误；对于 D，

f ( )x- π
6 =2sin é

ë
êêêê2 ( x- π

6 )+ π
3

ù

û
úúúú=2sin 2x，故D正确.故选ABD.

三、填空题

12. 16
65　提示：设 a，b的夹角为 θ，因为 a=（4，3），2a+

b=（3，18），所以 b=2a+b-2a=（-5，12），所以 a·b=16， || a =
5， || b =13，所以 cos θ= a ⋅b

|| a || b
=16

65.
13.- π

12　提示：因为 cos2α=cos ( )α+ π
4 ，所以cos2α-

sin2α= 22 （cos α-sin α）. 又 α∈( )- π
2 ，0 ，所以 cos α-sin α≠

0，则 cos α+sin α= 22 ，所以 sin ( )α+ π
4 = 1

2.由 α∈( )- π
2 ，0 ，

得α+ π
4 ∈( )- π

4 ，
π
4 ，则α+ π

4 = π
6 ，解得α=- π

12.
14.4 048　提示：因为 f ( )x =Acos2( )ωx+φ +1= 1

2 A·

cos ( )2ωx+2φ + 1
2 A+1，f（x）的最大值是 3，所以 A+1=3，得

A=2，则 f（x）=cos （2ωx+2φ）+2，又 f（x）的图象与 y 轴的交

点坐标为（0，2），所以 cos 2φ=0，又 0<φ< π
2 ，所以 2φ= π

2 ，

则φ= π
4 ，因为 f（x）图象的相邻两个对称中心的距离为 2，

则
1
2T=2，得 T=4，即 2π

2ω
=4，得 ω=π

4 ，所以 f ( )x =cos ( π
2 x+

π
2 )+2=-sin π

2 x+2. 当 x=1，2，3，…时，sin π
2 x 的值依次为

1，0，-1，0，…成周期性变化，且周期为 4，相邻 4个之和为

0，所以 f（1）+f（2）+…+f（2 024）=2 024×2-(sin π
2 +sin π+

⋯+sin 2 024π
2 )=4 048-506×0=4 048.

四、解答题

15.解：（1）因为 π<α<3π
2 ，cos α=-4

5，所以 sin α=-3
5，

所以 sin ( )α+ 2π
3 = sin αcos 2π

3 + cos  αsin  2π
3 =- 3

5 ×

( )-1
2 +( )- 4

5 × 32 =3-4 3
10 .

（2）由题意，得 tan β=3
7，由（1）得，tan α= sin α

cos α
=3

4，所
以 tan 2α= 2tan α

1-tan2 α
=24

7 ，

所以 tan（2α-β）= tan2α-tan β
1+tan2α tan β

=147
121.

16.解：（1）由2a-b=2ccos B，得2sin A-sin B=2sin Ccos B，
则2sin （B+C）-sin B=2sin Ccos B，即2sin Bcos C+2cos Bsin C-
sin B=2sin Ccos B，所以 2sin Bcos C=sin B，又B∈（0，π），所

以 sin B≠0，所以 cos C= 1
2，又C∈（0，π），所以C= π

3 .
（2）因为 D为 AB的中点，所以

  
CD= 1

2 ( ) 
CA+ 

CB ，所以

  
CD

2= 1
4 ( ) 

CA+ 
CB

2
，所以 13= 1

4 ( )b2+a2+2ab ⋅ 1
2 ，所以 a2+

b2+ab=52，因为△ABC的面积为3 3，所以
1
2 ab ⋅ 32 =3 3，

则 ab=12，a2+b2=40，在△ABC中，由余弦定理，得 c2=a2+b2-
2abcos∠ACB=a2+b2-ab=40-12=28，所以 c=2 7.

17.解：（1）在△ABN 中，由正弦定理，得
AB

sin ∠ANB
=

AN
sin ∠ABN

，即
a

sin ( )δ-β
= AN

sin ( )π-δ
，

所以AN= asin δ
sin ( )δ-β

.
（2）在 △ ABM 中 ，由 正 弦 定 理 ，得

AB
sin ∠AMB

=
AM

sin ∠ABM
，即

a
sin (π-α-γ) = AM

sin γ
，所以 AM= asin γ

sin (α+γ)，又
a=10 3，α =75° ，γ =45° ，β =30° ，δ =60° ，则 AM=
10 3 ×sin 45°

sin 120° =10 2，由（1）得 AN= 10 3 sin 60°
sin ( )60°-30° =30，在

△AMN中，∠MAN=α-β=45°，由余弦定理，得MN 2=AM2+AN2-
2AM⋅AN⋅cos ∠MAN=(10 2 )2+302-2×10 2 ×30× 22 =500，
则MN=10 5，所以M，N之间的距离为10 5.

18. 解 ：（1）因 为 2 ( )a-c sin B+C
2 cos π-A

2 =bsin B-
csin C，且 B+C= π -A，所 以 2（a-c）sin π-A

2 cos π-A
2 =

bsin B-csin C，得（a-c）sin （π-A）=bsin B-csin C，即（a-c）·
sin A=bsin B-csin C，由正弦定理，得（a-c）a=b2-c2，即 a2+
c2-b2=ac，由余弦定理的推论，得 cos B= a2+c2-b2

2ac
= 1

2，又0<
B<π，则 B= π

3 ，又 b=2，由余弦定理，得 b2=a2+c2-2accos B，

则 4=a2+c2-ac≥2ac-ac=ac，当且仅当 a=c=2 时，取等号，所

以 S△ABC= 1
2 ac sin B≤ 1

2 ×4× 32 = 3，所以△ ABC 面积的

最大值为 3.
（2）设∠ADC=θ（0<θ<π），由 DA=2，DC=1，得 S△ACD=1

2 DA ⋅DC ⋅sin θ=sin θ，在△ADC 中，由余弦定理，得 AC2=
DA2+DC2-2DA·DCcos θ =5-4cos θ，由（1）知 ，B=π

3 ，又

A= π
3 ，所以 △ ABC 为正三角形，所以 S△ABC= 34 AC2=

5 3
4 - 3 cos θ，所 以 SABCD=S△ACD+S△ABC=sin θ+ 5 3

4 -
3 cos θ=2 sin (θ- π

3 )+ 5 3
4 = 5 3

4 +2，所 以 sin ( )θ- π
3 =

1，因为0<θ<π，所以 θ- π
3 = π

2 ，则 θ= 5π
6 .

19.解：（1）因为 f（x）=sin2 ( )x+π
3 +cos2x=

1-cos( )2x+2π
3

2 +

1+cos 2x
2 = 1+ 1

2 cos 2x+ 32 sin 2x

2 + 1+cos 2x
2 = 34 sin 2x+

3
4 cos 2x+1= 32 sin ( )2x+ π

3 +1，所以 f（x）的最小正周期为

T=π.令 2x+ π
3 =kπ，k∈Z，得 x= kπ

2 - π
6 ，k∈Z，得 f（x）的对称

中心为( )kπ
2 - π

6 ，1（k∈Z）.
（2）将函数 f ( )x = 32 sin ( )2x+ π

3 +1的图象向右平移

π
6 个 单 位 长 度 得 到 y= 32 sin é

ë
êêêê

ù

û
úúúú2 ( )x- π

6 + π
3 +1=

32 sin 2x+1 的图象，再向下平移 1 个单位长度得到 y=
32 sin 2x的图象，再将图象上每一点的横坐标不变，纵坐

标 变 为 原 来 的
8 3

3 倍 得 到 h ( )x = 32 × 8 3
3 sin 2x=

4 sin 2x. 所以 F（x）=4sin 2x+t é
ë
êêêê ù

û
úúúúsinx+sin ( )x+ π

2 = 4sin 2x+
t（sin x+cos x），因为 x∈é

ë
êêêê ù

û
úúúú0，π

2 ，所以sin x+cos x>0，又F（x）>

0，所以t> -4 sin 2x
sin x+cos x

=
4cos( )2x+π

2
2 sin( )x+π

4
=

2 2 é

ë
êêêê

ù

û
úúúú1-2sin2( )x+π

4
sin( )x+ π

4
=

2 2
é

ë

ê

ê

ê

êê
ê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

úú
ú
ú

ú

ú

ú1
sin ( )x+ π

4
-2 sin ( )x+ π

4 .

令 m=sin ( x+ π
4 )，由 x∈é

ë
êêêê ù

û
úúúú0，π

2 ，得 x+ π
4 ∈é

ë
êêêê ù

û
úúúúπ

4 ，
3π
4 ，则

m∈é
ë
êêêê ù

û
úúúú22 ，1  ， 则 p ( )m =2 2 ( )1

m -2m 在
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú22 ，1 上单调递

减，所以p（m）min=p（1）=-2 2，因为 F（x）>0在 é
ë
êêêê ù

û
úúúú0，π

2 上有

解，所以 t>p（m）min，所以 t>-2 2，即实数 t的取值范围为

（-2 2，+∞）.
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时 f（x）无最小值，不符合题意 . 当 a=0 时，f ( )x =
ì
í
î

ïï1，x<0，
( )x-2 2

，x≥0，当 x≥0 时，f（x）min=f（2）=0，又 x<0
时，f（x）=1，所以 f（x）存在最小值0，满足题意 .当0<a<2时，
f（x）在（-∞，a），（a，2）上单调递减，在（2，+∞）上单调递增，
又 f（x）存在最小值，则-a2+1≥f（2）=0，解得-1≤a≤1，所以
0<a≤1.当a≥2时，f（x）在（-∞，a）上单调递减，在（a，+∞）上
单调递增，又 f（x）存在最小值，所以-a2+1≥（a-2）2，此不
等式无解 .综上，实数 a的取值范围为［0，1］，则 a的最大
值为 1.故选A.

6.B　提示：因为 g（x）=［f（x）］2-2（m+2）f（x）+4m恰有
5个零点，所以方程［f（x）］2-2（m+2）f（x）+4m=0有 5个根 .
设 t=f（x），作出 y=f（x）的大致图象（图略），得 t=f（x）至多
有 3个根，则方程化为 t2-2（m+2）t+4m=0，此方程有 2个不
等的实根，设为 t1，t2，结合 f（x）的图象可知，t1∈（0，1］，t2∈
（1，+∞）.令h（t）=t2-2（m+2）t+4m，

则

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

4 ( )m+2 2-16m>0，
h ( )0 =4m>0，
h ( )1 =1-2 ( )m+2 +4m≤0，

解得0<m≤ 3
2.故选B.

7.A　提示：由题意，得 f ′( )x = ax2-2x+1
x3 （x>0），因为

x1，x2是函数 f（x）在定义域上的两个极值点，所以 x1，x2是

方程 ax2-2x+1=0 的两个实数根，则 x1+x2= 2
a，x1 x2= 1

a，因

为 f ( )x1 +f ( )x2 =alnx1+ 2
x1

- 1
2x21

+alnx2+ 2
x2

- 1
2x22

=aln x1 x2+
2 ( )x1+x2

x1 x2
- 1

2 ⋅ ( )x1+x2
2-2x1 x2

( )x1 x2
2 ，所以 f ( )x1 +f ( )x2 =aln 1

a +4-

1
2 ⋅

4
a2 - 2

a

( )1
a

2 =-aln a+a+2=2+ 2
e，解得a= 1

e .故选A.

8.A　提示：设 f（x）=aex-ln x+ln a，则 x>0，a>0，所以

f ′（x）=aex-1
x，易知 f ′（x）在（0，+∞）上单调递增，所以存在

x0∈（0，+∞），使得 f ′（x0）=aex0 - 1
x0

=0，即 aex0 = 1
x0

，两边取对

数，得 ln a+x0=-ln x0，当0<x<x0时，f ′（x）<0，f（x）单调递减，
当 x>x0 时，f ′（x）>0，f（x）单调递增，所以 f（x）min=f（x0）=
aex0-ln x0+ln a= 1

x0
+x0+2ln a，因为不等式 aex-ln x+ln a≥0

恒成立，所以 f（x）min≥0，即 1
x0

+x0+2ln a≥0恒成立，所以
1
x0

+
x0≥-2ln a恒成立，因为 x0>0，则 1

x0
+x0≥2 x0 ⋅ 1

x0
=2，当且仅

当
1
x0

=x0，即 x0=1时，取等号，所以-2ln a≤2，解得 a≥1
e，即 a

的取值范围是[ )1
e，+∞ .故选A.

二、多项选择题
9.AC　提示：由 f（x）=xln （1+x），得定义域为（-1，+∞），

f ′( )x =ln ( )1+x + x
1+x

.对于A，当 x∈（0，+∞）时，f ′（x）>0，所
以 f（x）在（0，+∞）上单调递增，故A正确；对于B，由 f（0）=
0，当 -1<x<0 时，ln （1+x）<0，f（x）=xln （1+x）>0，当 x>0
时，ln （1+x）>0，f（x）>0，所以 f（x）只有一个零点 0，故B错
误；对于 C，曲线 y=f（x）在点（0，f（0））处切线的斜率为
f ′( )0 =0，故C正确；对于D，因为 f（x）的定义域为（-1，+∞），
不关于原点对称，所以 f（x）是非奇非偶函数，故 D 错误 .
故选AC.

10.ABD　提示：对于A，f（x+y）=f（x）+f（y）中，令 x=y=
1，得 f（2）=f（1）+f（1），又 f（2）=4，则 f（1）=2，令 x=y=2，得
f（4）=f（2）+f（2）=8，令 x=4，y=1，得 f（4+1）=f（4）+f（1）=
10，即 f（5）=10，故 A 正确；对于 B，在 f（x+y）=f（x）+f（y）
中，令 x=y=0，得 f（0）=f（0）+f（0），解得 f（0）=0，令 y=-x，
得 f（x）+f（-x）=f（0）=0，则 f（x）为奇函数，故 B 正确；对于
C，在 f（x+y）=f（x）+f（y）中，令 x=x1，y=x2-x1，且 x2>x1，所
以 f（x1+x2-x1）-f（x1）=f（x2-x1），即 f（x2）-f（x1）=f（x2-x1），又
当 x>0时，f（x）>0，则 f（x2）-f（x1）=f（x2-x1）>0，即 f（x2）>f（x1），
所以 f（x）在R上单调递增，故C错误；对于D，f（1）=2，f（x）-2=
f（x）-f（1）=f（x）+f（-1）=f（x-1），又当 x<-1时，x-1>2x，且
f（x）在R上单调递增，所以 f（x-1）>f（2x），即 f（x）-2>f（2x），
故D正确 .故选ABD.

11.ACD　提示：对于A，因为 f（x）=xln x+（1-x）ln （1-
x），所以 f（1-x）=（1-x）ln （1-x）+xln x=f（x），故 A 正确；对

于 B，f（x）的定义域为（0，1），f ′( )x =ln x
1-x

，当 x∈( )0，1
2

时，f ′（x）<0，当 x∈( )1
2，1 时，f ′（x）>0，所以 f（x）在 ( )0，1

2
内单调递减，在( )1

2，1 内单调递增，所以 f（x）min=f ( )1
2 =-ln 2，

故B错误；对于C，当 x1+x2=1时，得 x1=1-x2，由A项知，f（1-
x）=f（x），所以 x1f（x2）+x2f（x1）=（1-x2）f（x2）+x2f（1-x2）=（1-
x2）f（x2）+x2 f（x2）=f（x2），由B项知，f（x）≥-ln 2恒成立，所以
f（x2）≥-ln 2，故 C 正确；对于 D，当 x1+x2<1 时，得 x2<1-x1，

又
1
2 <x2<1，所以

1
2 <x2<1-x1<1，由 B 项知，f（x）在 ( )1

2，1
内单调递增，所以 f（x2）<f（1-x1），由 A 项知，f（x1）=f（1-

x1），所以 f（x2）<f（x1），故D正确 .故选ACD.
三、填空题
12.2x-y+1=0　提示：f ′（x）=ex（cos x+sin x）+ex（-sin x+

cos x）=2excos x，所以 f（x）在 x=0 处的切线斜率为 f ′（0）=
2，又 f（0）=1，所以 f（x）在 x=0 处的切线方程为 y-1=2（x-
0），即2x-y+1=0.

13. 1
2　提示：因为 f（x）≤xg（x），即

1
e2x +2x2≤x（2m-

ln x）有解，所以 2m≥ 1
xe2x +2x+ln x=e-2x-ln x-( )-2x-ln x 有

解，令 t=-2x-ln x，则 2m≥et-t在R上有解 .令 h（t）=et-t，则
h′（t）=et-1>0，由 h′（t）>0，得 t>0，由 h′（t）<0，得 t<0，所以
h（t）在（-∞，0）上单调递减，在（0，+∞）上单调递增，所以

h（t）min=h（0）=1，所以2m≥1，得m ≥ 1
2，所以m的最小值是

1
2.

14.( )2 2，+∞ ；（3，+∞）　提示：因为 f（x）=ln x+x2-
ax+2，所以 f ′( )x = 2x2-ax+1

x ，x>0，设 f（x）的两个极值点为

x1，x2，且 0<x1<x2，则方程 2x2-ax+1=0 有两个不相等的正

根，则Δ=a2-8>0，且x1+x2= a
2 >0，x1 x2= 1

2 >0，解得 a>2 2，此
时 f （x）的极小值为 f ( )x2 =lnx2+x22-ax2+2，又 f ′（x2）=0，所
以 a=2x2+ 1

x2
，则 f ( )x2 =ln x2+x22-x2( )2x2+ 1

x2
+2=ln x2-x22+

1<0. 令 g（x）=ln x-x2+1，则 g′( )x = 1-2x2

x ，所 以 g（x）在

( )22 ，+∞ 上单调递减，由 x1 x2= 1
2，得 x2> 22 ，又 g（x2）<

0=g（1），所以 x2>1，所以 a=2x2+ 1
x2

在（1，+∞）上单调递增，

所以a>3.
四、解答题
15.解：（1）由 f（x）=x2-3x+ln x+2，得 f（x）的定义域为

（0，+∞），f ′( )x = ( )2x-1 ( )x-1
x ，当 0<x< 1

2 时，f ′（x）>0，f（x）

单调递增，当
1
2 <x<1 时，f ′（x）<0，f（x）单调递减，当 x>1

时，f ′（x）>0，f（x）单调递增，所以 f（x）的单调递增区间为

( )0，1
2 和（1，+∞），单调递减区间为( )1

2，1 .
（2）由（1）可知，函数 f（x）在 ( )0，1

2 内单调递增，在

( )1
2，1 内单调递减，在（1，+∞）上单调递增，所以当 x=1

2
时，f（x）取得极大值，极大值为 f ( )1

2 = 3
4 -ln 2，当 x=1时，f（x）

取得极小值，极小值为 f（1）=0，所以 f（x）的极大值为
3
4 -

ln 2，极小值为0.
16.解：（1）当 a=1时，f（x）=（x2+x+1）ex，则 f ′（x）=（x2+

3x+2）ex，f ′（0）=2，又 f（0）=1，所以所求切线方程为 y-1=
2x，即 y=2x+1.

（2）f ′（x）=（x+2）（ax+1）ex，当 a=0，f ′（x）=（x+2）ex，
当-2<x<-1 时，f ′（x）>0，f（x）单调递增，当-3<x<-2 时，
f ′（x）<0，f（x）单调递减，所以 x=-2时，f（x）取得极小值，符

合题意 .当a>1
2 时，-2<x<-1

a 时，f ′（x）<0，f（x）单调递减，当

x>-1
a 时，f ′（x）>0，f（x）单调递增，所以当 x=-1

a 时，f（x）取

得极小值，由题意，得-1
a<-1，解得 0<a<1，所以

1
2 <a<1.

当 a=1
2 时，f ′（x）≥0，f（x）单调递增，没有极值 . 当 0<a<1

2
时，-1

a<x<-2 时，f ′（x）<0，f（x）单调递减，当-2<x<-1 时，

f ′（x）>0，f（x）单调递增，所以当 x=-2时，f（x）取得极小值，
符合题意 .当 a<0时，则当-3<x<-2时，f ′（x）<0，f（x）单调
递减，当-2<x<-1时，f ′（x）>0，f（x）单调递增，所以当 x=-2
时，f（x）取得极小值，符合题意 .

综上，a的取值范围为( -∞，1
2 )⋃( 1

2，1).
17.（1）证明：要证 f（x）≥0，需证 f（x）min≥0. 当 a=1 时，

f ( )x =ln x+ 1
x -1，定义域为（0，+∞），f ′( )x = x-1

x2 ，当 0<x<1
时，f ′（x）<0，f（x）单调递减，当 x>1时，f ′（x）>0，f（x）单调
递增，所以 f（x）min=f（1）=0，所以 f（x）≥0.

（2）解：因为 f ( )x =ln x+ a
x -1，所以 f（x）的定义域为

（0，+∞），f ′( )x = x-a
x2 . 若 a≤0，f ′（x）>0 恒成立，则 f（x）在

（0，+∞）上单调递增，所以 f（x）无极小值，不符合题意 .若
a>0，当0<x<a时，f ′（x）<0，f（x）单调递减，当 x>a时，f ′（x）>
0，f（x）单调递增，所以 f（x）极小值 =f（a）=ln a，由题意，得
ln a<-a2+a，即 a2+ln a-a<0.设g（a）=a2+ln a-a，则g（a）的定

义域为（0，+ ∞），g′( )a =2a+ 1
a -1≥2 2a ⋅ 1

a -1=2 2 -1>0，
当且仅当 2a= 1

a 时，即 a= 22 时，等号成立，所以 g（a）在

（0，+∞）上单调递增，又g（a）<0=g（1），所以0<a<1，即实数a的
取值范围为（0，1）.

18.（1）解：f ′（x）=ex-a，若 a≤0，f ′（x）=ex-a>0，f（x）在

R上单调递增，又 x∈［0，1］，则 f（x）min=f（0）=1+a. 若 a>0，
f（x）在（-∞，ln a）上单调递减，在（ln a，+∞）上单调递增，
又 x∈［0，1］，则若 1<a<e，则 0<ln a<1，f（x）在［0，ln a）上
单调递减，在（ln a，1］上单调递增，所以 f（x）min=f（ln a）=
2a-aln a；若 a≥e，则 ln a≥1，f（x）在［0，1］上单调递减，所
以 f（x）min=f（1）=e；若 0<a≤1，则 ln a≤0，f（x）在［0，1］单调
递增，f（x）min=f（0）=1+a.

综上，f（x）min=
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

1+a，a≤1，
2a-a ln a，1<a<e，
e，a≥e.

（2）证明：由题意结合（1）可知 a>0，此时 f（x）在（-∞，
ln a）上单调递减，（ln a，+∞）上单调递增，设 x1<x2，又 f（0）=
1+a>0，所以 0<x1<ln a<x2，要证 x1x2<x1+x2，即证（x1-1）（x2-1）<1，由 f（x）=0，得 ex=a（x-1），又 f（x1）=f（x2）=0，则 x1-1=ex1

a ，x2-1= ex2

a ，即证ex1 + x2 < a2，即证x1+x2<2ln a.设F（x）=f（x）-
f（2ln a-x）=ex-ax-e2ln a-x+a（2ln a-x）=ex-2ax- a2

ex +2a ln a，

x>0，则F′( )x =ex-2a+ a2

ex ≥2 a2 -2a=0，当且仅当 ex=a2

ex ，即

x=ln a时，等号成立，所以 F（x）在（0，+∞）上单调递增，由
0<x1<ln a<x2，得 F（x1）<F（ln a）=0，即 f（x1）<f（2ln a-x1），
又 f（x1）=f（x2），所以 f（x2）<f（2ln a-x1），由 x1<ln a，得 2ln a-
x1>ln a，又 x2>ln a，且 f（x）在（ln a，+∞）上单调递增，所以
x2<2ln a-x1，即 x1+x2<2ln a，所以 x1x2<x1+x2.19.（1）解：f ′（x）=2ex-a，当 a≤0时，f ′（x）>0对任意 x∈
R恒成立，所以 f（x）在R上单调递增；当 a>0时，令 f（x）<
0，得 x<ln a

2，令 f ′（x）>0，得 x>ln a
2，所以 f（x）在 ( )-∞，ln a

2
上单调递减，在( )ln a

2，+∞ 上单调递增 .
综上，当a≤0时，f（x）在R上单调递增；当 a>0时，f（x）

在( )-∞，ln a
2 上单调递减，在( )ln a

2，+∞ 上单调递增 .
（2）证明：（i）由 f（x）=g（x），得2ex-ax=xex+2，得（2-x）·

ex-ax-2=0.令 k（x）=（2-x）ex-ax-2，则 k′（x）=（1-x）ex-a，令
m（x）=（1-x）ex-a，则m′（x）=-xex，当 x∈（0，+∞）时，m′（x）<
0，m（x）单调递减，即 k′（x）在（0，+∞）上单调递减，又 0≤a<
1，则 k′（0）=1-a>0，k′（1）=-a≤0，所以∃x1∈（0，1］，使得
k′（x1）=0.当x∈（0，x1）时，k′（x）>0，k（x）单调递增；当x∈（x1，+∞）
时，k′（x）<0，k（x）单调递减 .又 k（0）=0，k（2）=-2a-2<0，所
以 k（x）在（0，2）上只有一个零点 x0，所以 k（x）在（0，+∞）
上只有一个零点 x0，所以 f（x）与g（x）在（0，+∞）上存在“单
交点”（x0，f（x0））.

（ii）因为 0<x0<2，所以要证 ln［x0（a+1）］<1，即证 x0（a+
1）<e，即证 ax0+x0-e<0，又 x0∈（0，2），所以只需证 ax0+2-e≤
0.由（1）知，k ( )x0 =( )2-x0 ex0 -ax0-2=0，得 ( )2-x0 ex0 =ax0+
2，所以只需证 ( )2-x0 ex0 -e≤0 即可 . 令 h（x）=（2-x）ex-e，
0<x<2，则 h′（x）=（1-x）ex，当 x∈（0，1）时，h′（x）>0，h（x）单
调递增，当 x∈（1，2）时，h′（x）<0，h（x）单调递减，所以
h（x）max=h（1）=0，则 ( )2-x0 ex0 -e≤0，所以原不等式得证 .

第35期
第2-3版专题检测

一、单项选择题
1.D　提示：若 α∥β，m⊂α，n⊂β，则 m 与 n 平行或异

面，故A错误；若α⊥β，m∥α，n∥β，则m与 n平行、相交或
异面，B错误；若m⊥α，m∥n，则 n⊥α，又n⊥β，则α∥β，故C
错误；若 m⊥n，m⊥α，则 n∥α或 n⊂α，又 n⊥β，则α⊥β，故D
正确 .故选D.

2.C　提示：设圆锥的底面半径为 r，高为 h，母线长为

l，由 2πr=2π，得 r=1，又 π
2 l=2π，得 l=4，所以 h= l2-r2 =

15，所以圆锥的体积为V= 1
3 ⋅πr2 ⋅h= 153 π.故选C.

3.C　提示：过 C作 CE垂直 AB的延长线于点 E，过 E
作 EF∥A1A，交 A1B1 的延长线于点 F，易证 CE⊥ 平面
ABB1A1，则 A1B1⊥CE，又 A1B1⊥EF，CE∩EF=E，所以 B1A1⊥
平面 CEF，又 CF ⊂平面 CEF，所以 CF⊥A1B1，又 CE=2×
sin 60° = 3，所 以 C 点 到 直 线 A1B1 的 距 离 为 CF=

EF2+CE2 = EF2+3= 7，解得EF=2，所以AA1=EF=2，易
得BC=2 3，又∠BAC= 2π

3 ，所以△ABC的外接圆直径 2r=
2 3

sin 120° =4，则 r=2，设三棱柱 ABC-A1B1C1 的外接球半径

R，则 R2=r2+( )AA12
2
=5，所以外接球表面积为 4πR2=20π.

故选C.
4.C　提示：连接 A1D，D1E，因为 A1B1∥CD，A1B1=CD，

所以四边形 A1B1CD 是平行四边形 ，所以 A1D∥B1C，
则∠A1DE为异面直线DE与B1C所成角 .设正方体ABCD-
A1B1C1D1的棱长为2，则A1 D = 2 2，A1 E = 2，在Rt△DD1E
中，DE= DD21+D1 E2 = 6，所以A1 D2=A1 E2+DE2，即△A1ED

是直角三角形，所以 cos ∠A1 DE= DE
A1 D = 32 ，即异面直线

DE与B1C所成角的余弦值为 32 .故选C.
5.D　提示：对于B，在四边形ABCD中，因为AD∥BC，

AD=AB，∠BAD=90°，所以∠ABD=∠ADB=45°，又∠BCD=45°，

所以∠ADC=135°，所以∠BDC=∠ADC-∠ADB=90°，即 CD⊥
BD，故 B 正确；对于 A，由 B 项知，CD⊥BD，又平面 ABD⊥
平面BCD，CD⊂平面BCD，平面ABD∩平面BCD=BD，所以
CD⊥平面 ABD，所以 CD⊥AB，故 A 正确；对于 C，由 A 项
知，CD⊥平面 ABD，因为 CD⊂平面 ADC，所以平面 ADC⊥
平面ABD，故C正确；对于D，过点A作AE⊥BD，垂足为E，
因为平面ABD⊥平面BCD，AE⊂平面ABD，平面ABD∩平面
BCD=BD，所以AE⊥平面BCD，又AE⊄平面ABC，所以平面
ABC与平面BDC不垂直，故D错误 .故选D.

6.A　提示：当三棱锥M-BCD的体积最大时，点M到
平面 ABCD 的距离最大，此时点 M 位于AD 的中点处，过
点 M 作 MO⊥AD，则 O 为 AD 中点，在菱形 ABCD 中，

∠ABC= π
3 ，则OC⊥AD，又平面AMD⊥底面ABCD，平面AMD∩

平面 ABCD=AD，OC⊂平面 ABCD，则 OC⊥平面 AMD，所以
MO⊥OC，故 OC，OD，OM 两两垂直，以 O 为坐标原点，以
OC，OD，OM 所在直线分别为 x轴，y轴，z轴，建立空间直
角坐标系，则B（ 3，-2，0），C（ 3，0，0），M（0，0，1），

  
MB=

（ 3，-2，-1），
  
MC=（ 3，0，-1），设平面 MBC的法向量为

n=（x，y，z），则
ì
í
î

ïï

ïï

n ⋅  
MB= 3 x-2y-z=0，

n ⋅  
MC= 3 x-z=0， 令 x=1，得 y=0，z=

3，则 n=（1，0， 3），可取平面 BCD的一个法向量为m=
（0，0，1），则 cos m，n = m ⋅n

||m || n
= 32 ，又二面角 M-BC-D

为锐二面角，所以二面角M-BC-D的余弦值为 32 .故选A.
7.B　提示：因为 PA⊥平面 ABCD，所以 PA⊥AB，PA⊥

AD，又底面ABCD是矩形，所以AB⊥AD，以A为坐标原点，
AB，AD，AP所在直线分别为 x轴，y轴，z轴，建立空间直角
坐标系，设 AD=a，则 A（0，0，0），P（0，0，2），C（1，a，0），

E ( )0，a
2，1 ，F ( )1

2，0，1 ，所以
 
EF=( 1

2，- a
2，0)， 

AP=（0，0，2），
 
PC=( )1，a，-2 ，

 
EC=( )1，a

2，-1 ，设平面EFC的法向量为n=

（x，y，z），则

ì

í

î

ïïïï

ï
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ï

n ⋅ 
EF= 1

2 x- a
2 y=0，

n ⋅ 
EC=x+ a

2 y-z=0，
令 x=a，得 y=1，z= 3a

2 ，所

以n=( )a，1，3a
2 ，设

 
PG=λ

 
PC，λ∈［0，1］，因为

 
AG= 

AP+ 
PG=

（λ，aλ，2-2λ），因为 AG⊥平面 EFC，则
 
AG∥n，所以

λ
a =

aλ
1 = 2-2λ

3a
2

，解得a=1，λ= 4
7，则

CG
CP = 3

7.故选B.

8.C　提示：在题图 6①中，由 f ( )x =sin ( )πx+ 5π
6 ，得

A ( )- 1
3，1 ，B ( )2

3，-1 ，D ( )2
3，0 ，M ( )0，1

2 ，在题图 6②中，以

O为原点，以OD，OM分别为 y轴，z轴，建立空间直角坐标

系，则 A ( )0，- 1
3，1 ，B ( )1，2

3，0 ，M ( )0，0，1
2 ，D ( )0，2

3，0 ，

则
 
AB=( )1，1，-1 ，得 ||  

AB = 3，故 A 正确；设平面 ABM 的

法 向 量 为 n=（x，y，z），又
  
AM=( )0，1

3，- 1
2 ，所 以

ì

í

î
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n ⋅ 
AB=x+y-z=0，

n ⋅  
AM= 1

3 y- 1
2 z=0，取 y=3，则 z=2，x=-1，所以平面 ABM

的一个法向量为 n=（-1，3，2），又
  
DB=（1，0，0），所以点 D

到平面 ABM 的距离为
||   

DB·n
|| n

= 1
14 = 1414 ，故 B正确；点

D 到直线 AB 的距离为
  
DB

2-( ) 
AB·  

DB

||  
AB

2

= 63 ，故 C 错

误；平面 OBD 的一个法向量为m=（0，0，1），则平面 OBD

与平面ABM夹角的余弦值为 || cos m，n = ||m ⋅n
||m || n

= 147 ，

故D正确 .故选C.
二、多项选择题
9.ACD　提示：如图，画出圆台

的轴截面，则四边形 ABCD 是等腰
梯形，且 DN=1，AM=3，内切圆 O 是
球的大圆，所以圆台的母线长为
AD=AE+ED=AM+DN=4，故 A 正确；
连接 OA，OD，OE，则△AOD 是直角
三角形，且 OE2=AE·DE=3，所以球的半径为 R=OE= 3，
则圆台的高 MN=2R=2 3，所以圆台的体积为 V 圆台=1

3π·
（12+32+1×3）×2 3=26 3

3 π，故 B 错误；圆台的表面积为

S 圆台=π×（12+32）+π（1+3）×4=26π，故 C 正确；球 O 的表面

积为S 球=4π×( )3 2=12π，故D正确 .故选ACD.
10.ACD　提示：因为 PA⊥平面 ABCD，AB，AD⊂平面

ABCD，所以 PA⊥AB，PA⊥AD，又 AB⊥AD，则以 A为坐标原
点，AB，AD，AP 所在直线分别为 x轴，y轴，z轴，建立空间
直角坐标系，则 A（0，0，0），B（2，0，0），C（2，2，0），D（0，2，
0），P（0，0，2），E（0，1，1），F（2，1，0），对于 A，

 
BE= 

BA+
 
AE= 1

2
 
AP- 

AB+ 1
2
 
AD，故 A 正确；对于 B，

 
BE=( )-2，1，1 ，

||  
BE = 6，故 B 错误；对于 C，

 
EF=（2，0，-1），平面 PAB 的

一个法向量为 n=（0，1，0），则
 
EF ⋅n=0，所以EF⊥n，又EF

⊄平面 PAB，所以 EF∥平面 PAB，故 C 正确；对于 D，因为 
BE=( )-2，1，1 ，

 
AP=( )0，0，2 ，所以异面直线 BE 与 PA 夹角

的余弦值为
||  

BE ⋅ 
AP

||  
BE ||  

AP
= 66 ，故D正确 .故选ACD.

11.BCD　提示：由题意，得 AE，AB，AD 两两垂直，则
以 A 为原点，AB，AD，AE 所在直线分别为 x 轴，y 轴，z 轴，
建立空间直角坐标系，则 B（1，0，0），C（1，2，0），D（0，1，
0），E（0，0，2），F ( )1，2，8

7 ，所 以
  
BD=( )-1，1，0 ，

 
CE=

( )-1，-2，2 ，
 
BE=( )-1，0，2 . 对于 A，因为

  
BD ⋅ 

CE=-1≠0，所
以 BD，EC 不垂直，故 A 错误；对于 B，平面 ADE 的一个法

向 量 为
 
AB=( )1，0，0 ，又

 
BF=( )0，2，8

7 ，得
 
BF ⋅ 

AB=0，则

BF⊥AB，又BF⊄平面ADE，所以BF∥平面ADE，故B正确；
对于 C，设平面 EBD 的法向量为 m=（a，b，c），所以
ì
í
î

ïï
ïï

m ⋅  
BD=-a+b=0，

m ⋅ 
BE=-a+2c=0，令 b=2，得 a=2，c=1，则m=（2，2，1），因

为底面 ABCD 的一个法向量为
 
AE=( )0，0，2 ，设平面 EBD

与 平 面 ABCD 的 夹 角 为 α，则 cos α=| cos m，
 
AE |=

||m ⋅ 
AE

||m ||  
AE

= 1
3，故 C正确；对于 D，设直线 CE与平面 BDE所

成角为 θ，则 sin θ= |
|

|
| cos m，

 
CE = ||m ⋅ 

CE

||m ||  
CE

= 4
9，故 D 正确 .

故选BCD.
三、填空题

12. 16π
3 　提示：几何体可视为半径为 1 的球和底面

圆半径为 1，高为 h的圆柱组合而成，所以几何体的表面
积 S=4π×12+2π×1×h=4π+2πh=12π，解得 h=4，所以该几

何体的体积V= 4π
3 ×13+π×12×4= 16π

3 .
13. 55 　提示：以 A为原点，AB，AA1所在直线分别为

x 轴，z 轴，在平面 ABC 内过 A 作 Ay⊥AB，建立空间直角坐

标系，则A ( )0，0，0 ，B ( )1，0，0 ，B1 ( )1，0，1 ，C1( 1
2， 32 ，1)，所

以
  
AB1=（1，0，1），

  
BC1=( )-1

2， 32 ，1 ，设
 
AP= t  

AB1= ( )t，0，t ，

t∈［0，1］，则 P（t，0，t），所以
 
BP=( )t-1，0，t ， ||  

BP
2=2t2-2t+

1，所以

 
BP ⋅  

BC1
||   

BC1
= 1

2 2 ( )t+1 ，所以点P到直线BC1的距离

d= ||  
BP

2-( ) 
BP ⋅  

BC1
||   

BC1

2

= 15
8 t2- 9

4 t+ 7
8 = 15

8 ( )t- 3
5

2
+ 1

5 ≥

55 ，当且仅当 t= 3
5 时，取等号，所以线段 AB1上的动点 P

到直线BC1的距离的最小值为 55 .
14.3；32π

3 　提示：由题意，得A1D=BD= 3，DE⊥A1D，

DE⊥BD，所以二面角 A1-DE-C 的平面角为∠A1DB=120°，
在△A1DB 中，由余弦定理，得 A1B2=BD2+A1 D2-2BD ⋅A1 D ⋅
cos 120°=9，则A1B=3.因为DE⊥A1D，DE⊥BD，A1D∩BD=D，
所以 DE⊥平面 A1DB，又 DE∥BC，所以 BC⊥平面 A1DB，因

为△A1DB 外接圆半径 r= A1 B
2 sin ∠A1 DB

= 3，所以三棱锥

的外接球半径为 R= r2+( )BC
2

2
=2，所以三棱锥 A1-BDC

的外接球体积为V= 4πR3

3 = 32π
3 .

四、解答题
15.证明：（1）因为D，E分别为线段AB，BC上的点，且

AD=2DB，CE=2EB，所以
DB
AD =EB

CE，所以DE∥AC，又DE⊄平

面PAC，AC⊂平面PAC，所以DE∥平面PAC.
（2）连接 CD，因为 AC=2 6，BC=2 3，AB=6，所以

AC2+BC2=AB2，所 以 AC⊥BC，则 cos ∠ABC= BC
AB = 33 ，又

BD=1
3 AB=2，在△BCD中，由余弦定理，得CD2=BD2+BC2-

2BD·BC·cos ∠ABC=8，则 CD=2 2，所以 CD2+BD2=CB2，
所以 CD⊥AB，因为平面 PAB⊥平面 ABC，平面 PAB∩平面
ABC=AB，CD ⊂面 ABC，所以 CD⊥ 平面 PAB，又 PD ⊂面
PAB，所以 CD⊥PD，又 PD⊥AC，AC∩CD=C，AC，CD⊂平面
ABC，所以PD⊥平面ABC.

16.（1）证明：因为 O，E 分别是 AC，AA1的中点，所以
OE∥A1C，又 A1C⊂平面 A1D1C，OE⊄平面 A1D1C，所以 OE∥
平面 A1D1C，又F是 AB的中点，O是 AC的中点，所以OF∥
BC，又 BC∥A1D1，所以 OF∥A1D1，又 A1D1⊂平面 A1D1C，OF
⊄平面A1D1C，所以OF∥平面A1D1C，又OE∩OF=O，OE，OF
⊂平面EFO，所以平面EFO∥平面A1D1C.

（2）解：由 OE∥A1C，得异面直线 FO 与 A1C 所成角
为∠EOF（或其补角），因为AA1⊥平面ABCD，AB，AO⊂平面
ABCD，则 AA1⊥AB，AA1⊥AO，由题意，得 AF=4，AE=3，则
EF=5，易得AO=3 2，在Rt△EAO中，EO=3 3，在△OAF
中，∠CAB=45°，由余弦定理，得 FO2=OA2+AF2-2OA ⋅AF ⋅
cos 45°=10，则 FO= 10，在△EOF 中，由余弦定理的推

论，得 cos ∠EOF= EO2+FO2-EF2

2·EO·FO
= 3015 ，所以异面直线FO

与A1C所成角的余弦值为 3015 .
17.（1）证明：因为∠ACB=90°，所以 BC⊥AC，又平面

ACE⊥平面 ABCD，平面 ACE∩平面 ABCD=AC，BC⊂平面
ABCD，所以 BC⊥平面 ACE，又 BC⊂平面 BCEF，所以平面
ACE⊥平面BCEF.

（2）解：取 AC 的中点 G，连接 EG，因为 AE=EC，所以
EG⊥AC，又平面ACE⊥平面ABCD，平面ACE∩平面ABCD=
AC，EG⊂平面ACE，所以EG⊥平面ABCD，又EF∥BC，EF⊄
平面 ABCD，BC⊂平面 ABCD，所以 EF∥平面 ABCD，所以
点 F到平面 ABCD的距离等于点 E到平面 ABCD的距离，
所以点F到平面ABCD的距离为EG的长度，因为AE=EC=
1，AC= 2，所以 AE2+EC2=AC2，所以 AE⊥EC，所以 EG=
1
2 AC= 22 ，因为四边形ABCD为平行四边形，∠ACB=90°，
所以∠CAD=90°，AD=BC= 2，所以 S△ACD= 1

2 ⋅AC ⋅AD= 1
2 ×

2 × 2 =1，所以VD-ACF=VF-ACD=1
3 ·S△ACD·EG= 26 .

18.（1）证明：因为 AB1⊥平面 ABC，AC⊂平面 ABC，所
以AC⊥AB1，又AC⊥AC1，AB1∩AC1=A，AB1，AC1⊂平面AB1C1，
所以AC⊥平面AB1C1，又B1C1⊂平面AB1C1，所以AC⊥B1C1.

（2）解：由（1）知，AC⊥B1C1，因为 BC∥B1C1，所以 AC⊥
BC，以 C为原点，以 CB，CA分别为 x轴，y轴，建立空间直
角坐标系，则 C（0，0，0），B（2，0，0），B1（0，2，2），A（0，2，
0），D（0，1，0），所以

 
CB=( )2，0，0 ，

  
BB1=( )-2，2，2 ，

 
DA=

( )0，1，0 ，所以
  
DA1= 

DA+  
AA1= 

DA+  
BB1=( )-2，3，2 ，设平面

BB1C1C的法向量为n=（x，y，z），则
ì
í
î

ïï
ïï

n ⋅ 
CB=2x=0，

n ⋅  
BB1=-2x+2y+2z=0，

取 y=1，则 x=0，z=-1，所以 n=（0，1，-1），设直线 A1D 与平

面 BB1C1C 所成角为 θ，则 sinθ = |
|

|
| cos n，

  
DA1 = || n ⋅  

DA1

|| n ||   
DA1

=
3434 ，所以直线 A1D 与平面 BB1C1C 所成角的正弦值为

3434 .
19.（1）证明：因为∠C=90°，即 BC⊥CD，DE∥BC，所以

DE⊥CD，DE⊥AD，则 折 叠 后 ，DE⊥A1D，又 A1D∩CD=D，
A1D，CD⊂平面 A1CD，所以 DE⊥平面 A1CD，又 A1C⊂平面
A1CD，所以 DE⊥A1C，又 A1C⊥CD，CD∩DE=D，CD，DE⊂ 平
面BCDE，所以A1C⊥平面BCDE.

（2）解：由（1）知，以 C 为坐标原点，CD，CB，CA1所在
直线分别为 x轴，y轴，z轴，建立空间直角坐标系Cxyz，因

为DE经过△ABC的重心，则AD=2CD，所以DE= 2
3 BC=2，

CD=2，A1D=4，A1C=2 3，则 C（0，0，0），D（2，0，0），E（2，
2，0），B（0，3，0），A1（0，0，2 3），M（1，0， 3）.假设在线段
AC上存在点N，使平面CBM与平面BMN的夹角的余弦值

为 34 ，则
  
BM=（1，-3， 3），

  
CM=（1，0， 3），

  
CA1=（0，0，

2 3），设
  
CN=λ

  
CA1，λ∈［0，1］，则

  
CN=（0，0，2 3λ），

  
BN=

 
BC+  

CN=（0，-3，2 3λ）.设平面BMN的法向量为n1=（x1，

y1，z1），则
ì
í
î

ïï

ïï

n1 ⋅  
BM=x1-3y1+ 3 z1=0，

n1 ⋅  
BN=-3y1+2 3 λz1=0，令 z1= 3，则 y1=2λ，

x1=6λ-3，所以n1=（6λ-3，2λ， 3）.
设 平 面 CBM 的 法 向 量 为 n2=（x2，y2，z2），则
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