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选择题与填空题题组训练（5）
一、单项选择题1.D　提示：由复数 z 的共轭复数是1+i，得 z=1-i，
所以

z
2-i=1-i

2-i= ( )1-i ( )2+i
( )2-i ( )2+i =3

5 - 1
5 i，

所以
z

2-i 在复平面内对应的点为 ( )3
5，- 1

5 ，在第四象限 .
故选D.2.A　提示：因为集合 A=｛-4，-3，0，6｝，B=｛ |x∈Z  || x ≤
3｝=｛-3，-2，-1，0，1，2，3｝，所以 A∩B=｛-3，0｝，所以 A∩B
的非空真子集的个数为22-2=2.故选A.3.C　提示：因为 f（x）的定义域为 R，且 f（-x）=（-x）2·sin（-x）+（-x）3=-x2sin x-x3=-f（x），所以 f（x）为奇函数，其

图象关于原点对称，排除 B；又 x∈( )0，π
2 时，f（x）>0，排除

A；又当x→+∞时，f（x）→+∞，排除D.故选C.4.D　提示：圆台的母线长为4-2=2，设上底面圆的半
径为 r，下底面圆的半径为 R，由题意可得，π×2=2πr，π×
4=2πR，解得 r=1，R=2，所以圆台的高为 h= 22-(2-1)2=

3，则圆台的体积 V=1
3×［π ×12+ π ×22+ π×12×π×22 ］×

3 = 7 3 π
3 .故选D.

5.D　提示：因为圆 M：（x+1）2+（y+2）2=1 的圆心为 M
（-1，-2），圆N：（x-3）2+（y+4）2=1的圆心为N（3，-4），所以
线段MN的中点坐标为（1，-3）.由题知，直线 l过MN的中

点且与 MN 垂直，又 kMN=- 1
2，所以 kl=- 1

kMN
=2，所以直线 l

的方程为 y+3=2（x-1），即2x-y-5=0.故选D.
6.B　提示：对于 A，当 a=-1，b=1 时，满足 a<b，但 1

a<
1
b，故A错误，对于B，因为0<a<1，所以a3-a=a（a2-1）<0，则
a3<a，故 B 正确；对于 C，因为 a>b>0，所以 a-b>0，a+1>0，
a>0，所以

b+1
a+1- b

a= a-b
a (a+1) >0，则 b+1

a+1> b
a，故 C 错误；对于

D，令 c=-1，b=0，a=1，满足 c<b<a且ac<0，但 cb2=ab2，故D错
误 .故选B.7.D　提示：因为抛物线 y2=8x 的焦点为（2，0），所以
双曲线的右焦点为 F（2，0），则 c=2，所以 a2+b2=4，又抛物
线的准线方程为 x=-2，抛物线准线与一条渐近线交于点
A（m，-2 3），所以m=-2，则A（-2，-2 3），代入渐近线方程 y=
b
ax，得-2 3=-2b

a ，则 b= 3a，所以 a2+b2=4a2=4，则 a2=1，
b2=3，所以该双曲线的标准方程为 x2-y2

3 =1.故选D.
8.C　提示：因为 f（x）=2ln x-ax+b-1，x∈（0，+∞），所以

f ′( )x = 2-ax
x ，若 a≤0，f ′（x）>0恒成立，所以 f（x）在（0，+∞）

上单调递增，且当 x→+∞时，f（x）→+∞，不符合题意；则 a>
0，当 x∈( )0，2

a 时，f ′（x）>0，当 x∈( )2
a，+∞ 时，f ′（x）<0，所

以 f（x）在 ( )0，2
a 内单调递增，在 ( )2

a，+∞ 上单调递减，所

以 f ( )x max= f ( )2
a =2ln 2

a -a ⋅ 2
a +b-1≤0， 则 b≤3-2ln 2+

2ln a，所 以 b-2a≤3-2ln 2+2ln a-2a. 令 g（x）=ln x-x，则

g′( )x = 1-x
x ，所以当 0<x<1时 g′（x）>0，当 x>1 时 g′（x）<0，

所以 g（x）在（0，1）内单调递增，在（1，+∞）上单调递减，所
以 g（x）≤g（1）=-1，所 以 ln a-a≤-1，则 b-2a≤3-2ln 2+2ln a-2a≤1-2ln 2，即 b-2a的最大值为1-2ln 2.故选C.

二、多项选择题9.ACD　提示：由题意，得成绩在区间［90，100］内的
学生人数为 400×0.040×10=160，故 A 正确；由（0.005+0.010+0.015+x+0.040）×10=1，解得 x=0.030，故 B 错误；设
中位数为 a分，则（0.005+0.010+0.015）×10+0.030（a-80）=0.5，解得 a≈86.7，故 C 正确；设样本数据的 80%分位数
为 b分，则（0.005+0.010+0.015+0.030）×10+（b-90）×0.040=0.8，解得 b=95，故D正确 .故选ACD.

10.AB　提示：对于A，因为 y=sin( )2x- π
6 ∈［-1，1］，所

以 f（x）=2sin( )2x- π
6 +3∈［1，5］，故 A 正确；对于 B，当 x∈

( )0，π
2 时，2x-π

6 ∈ ( )- π
6 ，

5π
6 ，令 2x- π6 = π2 ，则 x=π

3 ，所以

f（x）在 ( )0，π
2 内的递增区间为 ( )0，π

3 ，故B正确；对于C，

令 2x-π
6 =kπ（k∈Z），得 x=kπ

2 + π
12（k∈Z），所以 f（x）的对称

中 心 为 ( )kπ
2 + π

12，3 （k∈Z），故 C 错 误 ；对 于 D，当 x∈

( )0，5π
6 时，2x-π

6 ∈( )- π
6 ，

3π
2 ，所以只有当 2x-π

6 = π
2 ，即

x=π
3 时，f（x）取得极大值5，无极小值，所以 f（x）在( )0，5π

6

上的极值点个数为1，故D错误 .故选AB.
11.ACD　提示：由an+1=2- 1

an
，得an>0，且an≠1，则an+1-

an=2-an- 1
an

<2-2 1
an

·an =0，即 an+1<an，所以｛an｝是递减数

列，故 A 正确；由 an+1=2- 1
an

，得 an+1-1=1- 1
an

，则
1

an+1-1=
an

an-1= 1
an-1+1，又 a1=2，则 1

an-1=1，所以{ }1
an-1 是首项和

公差均为 1的等差数列，故B错误；由B项，得
1

an-1=n，则

an=1+1
n=n+1

n ，nan=n+1，所 以 a1+2a2+3a3+…+10a10=2+3+
4+5+…+11=10×(2+11)

2 =65，故 C 正 确 ；当 n≥2 时 ，

a1a2·…·an-1（an-1）=2×3
2×4

3×…× n
n-1×1

n=1，故 D 正确 . 故
选ACD.

三、填空题

12.2　提示：因为 ( )2x- 1
x

5
展开式的通项为 Tr+1=

( )-1 rCr525-r x5-2r，r=0，1，2，…，5，令 5-2r=-1，得 r=3，则 T4=
-C35⋅22⋅x-1=- 40

x .令 5-2r=1，得 r=2，则 T3=C25⋅23⋅x=80x，所

以( )x+ a
x ( )2x- 1

x

5
展开式中的常数项为 x ⋅T4+ a

x ⋅T3=-40+
80a，所以-40+80a=120，解得a=2.13.312　提示：根据题意，门卡标有的偶数数字包含2，4，6，奇数数字包含1，3，5，7，若四位游客都没有拿到偶
数数字门卡，有A44=24种分配方案；若四位游客中一人拿
到偶数数字门卡，三人拿到奇数数字门卡，有 C13C34A34=288
种分配方案 .所以一共有24+288=312种分配方案 .

14. 40 10 π
3 　提示：因为 F 是上底面的一个动点，

且O1F= 6，所以点F的轨迹是上底面上以O1为圆心， 6
为半径的圆 . 在△ACE 中，AC=3 2，CE= (3 2 )2+22 =

22，AE= 62+22 =2 10，得 AC2+CE2=AE2，所以△ACE 为
直角三角形，其外心为 AE 与 OO1 的交点，设为 Q，所以

OQ=1
2BE=1，QE= 10，则O1Q=2，QF= O1Q2+O1F2 = 10，

所以 QF=QE=QC=QA= 10，所以 Q 为四面体 ACEF 的外
接球的球心，球的半径为 10，所以四面体 ACEF的外接

球的体积V=4π
3 ×（ 10）3=40 10 π

3 .
选择题与填空题题组训练（6）

一、单项选择题1.D　提示：由题意，得 A=｛-2，0，1｝，B=｛0，1，4｝，故
A∪B=｛-2，0，1，4｝.故选D.2.A　提示：命题 p：∀x∈［0，1］，x2+x≤0，则命题 p的否
定为∃x0∈［0，1］，x20+x0>0.故选A.

3.B　提示：因为 c为 b在 a上的投影向量，c=1
3a，所

以
b·a

|| a
× a

|| a
=1

3a，所以 b·a=1
3 || a 2

，又 || a = || b ，所以 cos〈a，

b〉= a·b
|| a || b

=
1
3 || a 2

|| a 2 =1
3 .故选B.

4. B　 提示：由 sin ( )π
3 -α +sin α= 1

3，得 32 cos α-
1
2 sin α+sin α= 1

3，即
1
2 sin α+ 32 cos α= 1

3，得 sin (α+ π
3 )=

1
3，所 以 sin ( )2α+ π

6 =sin é

ë
êêêê

ù

û
úúúú2 ( )α+ π

3 - π
2 =-cos 2 ( )α+ π

3 =
2sin2( )α+ π

3 -1=- 7
9.故选B.

5.C　提示：每名同学均有 5种选择，则 4名同学一共
有 54种选择，因为小李看 A 电影，且 4人中恰有 2人看同
一部电影，则分 2 种情况，①若有两人看 A 电影，则有C13A24 种选择，②若有一人看A电影，则有C23A24 种选择，所

以一共有 C13A24+C23A24=72 种选择，所以所求概率 P= 72
54 =

72
625.故选C.

6.D　提示：因为函数 f（x）的图象经过四个象限，所
以当-1<x<0 和 x>0 时，f（x）均有正有负，易知当-1<x<0
时，ln （x+1）<0；当 x>0 时，ln （x+1）>0，所以函数 y=x2-aex

在（-1，0）和（0，+∞）上均至少各有一个变号零点 . 令 x2-
aex=0，解得 a=x2e-x. 设 g（x）=x2e-x，定义域为（-1，+∞），则
g′（x）=-x（x-2）e-x，当-1<x<0时，g′（x）<0，g（x）单调递减；
当 0<x<2 时，g′（x）>0，g（x）单调递增；当 x>2 时，g′（x）<0，g（x）单调递减，所以当 x=2 时，g（x）取得极大值，极大

值 g（2）= 4
e2，又 g（-1）=e，g（0）=0，问题转化为方程 a=x2e-x

在（-1，0）和（0，+∞）上至少各有 1个解，作出 g（x）的大致

图象（图略），由图可知，a的取值范围为( )0，4
e2 .故选D.

7.A　提示：因为函数 f（x）=ìí
î

ïï

ïïïï

-ln x，0<x≤1，
1
x，x>1， 且 0<a<b，

f（a）=f（b），所以-ln a= 1
b ，由 0<-ln a<1，得 1

e <a<1，所以

af（b）+bf（a）=a·1
b +b（-ln a）=-aln a+1. 令 g（x）=-xln x+

1( )1
e <x<1 ，则g′（x）=-ln x-1，令g′（x）=0，得x= 1e，当

1
e<x<1

时，g′（x）<0，g（x）单调递减，所以g（x）∈( )1，1
e +1 .故选A.

8.A　提示：由 an+1-1
n=( )1+ 1

n  an，得 an+1-1
n=n+1

n an，所

以
an+1
n+1-an

n = 1
n (n+1) =1

n- 1
n+1，所以

an

n =( )an

n - an-1
n-1 +( an-1

n-1 -
an-2
n-2 )+…+( )a22 -a1 +a1= ( )1

n-1 - 1
n + ( 1

n-2 - 1
n-1 )+…+(1-

1
2 )+1=2-1

n<2，因为不等式<-2t2-（a+1）t+a2-a+2 在 t∈［1，
2］上恒成立，所以-2t2-（a+1）t+a2-a+2≥2，即 2t2+（a+1）t-
a2+a≤0在 t∈［1，2］上恒成立 .

设函数 f（t）=2t2+（a+1）t-a2+a，t∈［1，2］，所以
ì
í
î

f (1)≤0，
f (2)≤0，

即
ì
í
î

2+(a+1)-a2+a≤0，
8+2(a+1)-a2+a≤0，解得 a≤-2或 a≥5.结合选项知，实

数a可能为-4.故选A.
二、多项选择题
9.ACD　提示：对于 A，由 4=x+y≥2 xy，得 xy≤4，当

且仅当 x=y=2 时，取等号，故 A 正确；对于 B，令 x=1，y=3
时，B 显然错误；对于 C，由 x+y=4，得 y

x + 4
y = y

x + x+y
y = y

x +
x
y +1≥2 y

x ⋅ x
y +1=3，当且仅当 x=y=2 时，取等号，故 C 正

确；对于 D，（x2+1）（y2+1）=（xy）2+x2+y2+1=（xy）2+（x+y）2-2xy+1=（xy-1）2+16≥16，当且仅当 xy=1 且 x+y=4，即 x=2+
3，y=2- 3 或 x=2- 3，y=2+ 3 时，等号成立，故D正

确 .故选ACD.10.AD　提示：对于 A，连接 BD，A1D，则 M为 BD的中
点，由M，N分别为BD，A1B的中点，得MN∥A1D，又MN⊄平面
ADD1A1，A1D⊂平面 ADD1A1，所以 MN∥平面 ADD1A1，故 A
正确；对于 B，连接 B1C，B1D1，因为 B1C=CD1=B1D1，所
以∠B1CD1=60°，因为B1C∥A1D，所以A1D与CD1不垂直，又
MN∥A1D，则 MN 与 CD1不垂直，所以 MN 与平面 ACD1不
垂直，故 B 错误；对于 C，因为MN∥A1D，CC1∥D1D，所以MN
与CC1所成的角为∠A1DD1=45°，故C错误；对于D，因为AB⊥
平面ADD1A1，所以AB⊥A1D，又MN∥A1D，所以AB⊥MN，故D正确 .故选AD.11.BD　提示：作出函数 f（x）的大致图象（图略），由

图 可 知 ，0<m<1，x4<0<x3<1<x2<2<x1<4. 不 妨 取 m= 1
2 ，

则-（2x4-1）=1
2，解得 x4=-1，则 x1+x4>0，故 A 错误；由 x1，x2

是方程 x+4
x -4=m 的两个不相等的实根，即 x1，x2 是方程

x2-（m+4）x+4=0 的两个不相等的实根，所以 x1·x2=4，故 B
正确；f（3）=1

3，所以当直线 y=m 向下平移时，存在 f（3）>
m，故 C 错误；f（x3）+x2=f（x2）+x2=2x2+ 4

x2
-4≥2 2x2· 4

x2
-4=

4 2-4，当且仅当 2x2= 4
x2
，即 x2= 2 时，等号成立，故 D 正

确 .故选BD.
三、填空题12.90.5　提示：把成绩按从小到大的顺序排列为 56，70，72，78，79，80，81，81，83，85，88，90，91，94，98，因为

15×80%=12，所以这 15人成绩的第 80百分位是
90+91

2 =
90.5（分）.

13. 36 　提示：因为 PA⊥平面 ABCD，AB，AD⊂平面

ABCD，所以 PA⊥AB，PA⊥AD，又 AB⊥AD，所以 AB，AD，AP
两两垂直 .以 A为坐标原点，以 AB，AD，AP所在直线分别
为 x 轴，y 轴，z 轴，建立空间直角坐标系，则 B（1，0，0），P
（0，0，1），C（1，1，0），D（0，2，0），

 
PB=（1，0，-1），

 
PC=（1，

1，-1），
  
PD=（0，2，-1），设平面 PCD 的法向量为 n=（x，y，

z），由
ì
í
î

ïï
ïï

n· 
PC=x+y-z=0，

n·  
PD=2y-z=0， 取 y=1，则 x=1，z=2，可得平面

PCD的一个法向量为 n=（1，1，2）.设 PB与平面PCD所成

的角为θ，则sin θ= |
|

|
| cos n，

 
PB = || n· 

PB

|| n ||  
PB

= ||1-2
6 × 2 = 36 .

14.1　提示：f（x）=ex-ax 的定义域为 R，且 f ′（x）=ex-
a，若 a≤0，则 f ′（x）>0，此时 f（x）无最小值，故 a>0. 当 x<
ln a时，f ′（x）<0，f（x）单调递减，当 x>ln a时，f ′（x）>0，f（x）
单调递增，所以 f（x）min=f（ln a）=a-aln a.g（x）=ax-ln x的定
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í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

x2

4 +y2=1，
x
4 + 32 y=0，

解得
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

x= 3，

y=- 1
2，

或
ì

í

î

ïïïï

ïïïï

x=- 3，

y= 1
2，

所以有两个点G

满足“共轭点对”［A，G］，且点 G 的坐标为 ( )3，- 1
2 ，或

( )- 3，
1
2 .

（3）解：不妨设 G1( )- 3，
1
2 ，G2( )3，- 1

2 ，则 kG1G2=
- 36 ，则G1G2所在的直线 l的方程为 y+ 1

2 =- 36 （x- 3），

即 x+2 3 y=0，设点P（x1，y1），Q（x2，y2），则

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

x214 +y21=1，
x224 +y22=1，

两

式作差，得
x1+x2
y1+y2

=-4× y1-y2
x1-x2

，又PQ∥OA，所以 kPQ=kOA，即

y1-y2
x1-x2

= 32 ，则
x1+x2
y1+y2

=-4× 32 ，即 y1+y2=- 36 （x1+x2），所

以线段PQ的中点在直线 l上，即线段PQ被直线 l平分 .设
点 P到直线 l：x+2 3y=0的距离为 d，则四边形 G1PG2Q的

面积 SG1 PG2Q=2S△G1G2 P=2× 1
2 ||G1G2 ×d= ||G1G2 ×d，又 ||G1G2 =

13，则 SG1 PG2Q= 13 d.设过点 P且与直线 l平行的直线 l1
的方程为 x+2 3 y+m=0，则当 l1与椭圆E相切时，d取最

大值，联立

ì

í

î

ïïïï

ïïïï

x2

4 +y2=1，
x+2 3 y+m=0，

得 4x2+2mx+m2-12=0，令 Δ=

（2m）2-4×4（m2-12）=0，解得m=±4，则 d≤ || m

13 = 4
13 ，当P

为切点时，等号成立，此时P（或 Q）与A重合，所以 SG1 PG2Q=

13 d≤ 13 × 4
13 =4，即四边形G1PG2Q的面积的最大值

为4.
解答题题组训练（3）1.解：（1）因为 f（x）=ex+aln （1-x）（x<1），所以 f ′( )x =

ex- a
1-x

（x<1），根据题意，得 f ′（0）=0，即 e0-a=0，解得 a=
1，检验，当a=1时，f（0）=1，切线为 y=1，平行于 x轴，故a=1
符合题意 .所以a=1.

（2）因为 f ′( )x =ex- a
1-x

（x<1），f（x）存在极值点，所以

f ′（x）在（-∞，1）内至少有一个变号零点，即方程 a=ex（1-
x）（x<1）至少有一解 . 令 g（x）=ex（1-x）（x<1），则 g′（x）=-xex（x<1），令g′（x）=0，得 x=0，所以当 x∈（-∞，0）时，g′（x）>0，g（x）单调递增，当 x∈（0，1）时，g′（x）<0，g（x）单调递减，
所以 g（x）max=g（0）=1，又当 x→-∞时，g（x）→0+，当 x→1
时，g（x）→0，所以a∈（0，1）.

2. 解：（1）因为 x̄= 1
5 ×( )1+2+3+4+5 =3，ȳ= 1

5 ×（16+
20+27+30+37）=26，所以 b̂= 442-5×3×26

55-5×9 =5.2，â= ȳ- b̂x̄=
26-5.2×3=10.4，所以 y关于 x的经验回归方程为 ŷ=5.2x+
10.4，当 x=10 时，ŷ=5.2×10+10.4=62.4，所以明年 3 月份
该企业的产值约为62.4百亿元 .

（2）由题意，得 X 的所有可能取值为 30，40，50，55，65，80，则 P（X=30）=0.3×0.3=0.09，P（X=40）=2×0.3×0.5=0.3，P（X=50）=0.5×0.5=0.25，P（X=55）=2×0.3×0.2=0.12，
P（X=65）=2×0.5×0.2=0.2，P（X=80）=0.2×0.2=0.04.

随机变量X的分布列为
X

P

30
0.09

40
0.3

50
0.25

55
0.12

65
0.2

80
0.04

E（X）=30×0.09+40×0.3+50×0.25+55×0.12+65×0.2+80×0.04=50（万元）.3.（1）证明：取 AC的中点O，连接OB，OD，由题意，得
AB=BC，AD=DC，所 以 AC⊥OB，AC⊥OD，又 OB∩OD=O，
OB，OD ⊂平面 OBD，所以 AC⊥平面 OBD，又 BD ⊂平面
OBD，所以 AC⊥BD，又 M，N 分别是 BC，CD 的中点，所以
MN∥BD，所以AC⊥MN.

（2）解：因为点 D折叠到使二面角 D-AC-B为直二面
角，所以平面 ABC⊥平面 ACD，又平面 ABC∩平面 ACD=
AC，AC⊥OD，OD⊂平面 ACD，所以 OD⊥平面 ABC，又 BO⊂
平面 ABC，所以 BO⊥OD，由（1）知 OA，OB，OD 两两垂直，
则以 O 为坐标原点，OA，OB，OD 所在直线分别为 x 轴，y
轴，z 轴，建立空间直角坐标系 Oxyz，则 A（2 3 ，0，0），
D（0，0，2），M（- 3，1，0），N（- 3，0，1），所以

 
AD=

（-2 3，0，2），
  
AM=( )-3 3，1，0 ，

 
AN=（-3 3，0，1），设平

面 AMN 的法向量为 n=（x，y，z），则
ì
í
î

ïï

ïï

n ⋅  
AM=-3 3 x+y=0，

n ⋅ 
AN=-3 3 x+z=0，

令 x=1，则 n=（1，3 3，3 3），所以点 D 到平面 AMN 的距

离为
||  

AD ⋅n
|| n

= 4 3
55 = 4 165

55 .
4.（1）解：由双曲线的焦距为 2 5，得 2c=2 5，则 c=

5，又 b=1，所以 a2+1=5，得 a=2，所以双曲线 C 的方程为
x2

4 -y2=1.

（2）解：易知直线 MN 的方程为 y= 32 ( )x-4 ，联立

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

x2

4 -y2=1，
y= 32 ( )x-4 ，

得 x2-12x+26=0，设M（x1，y1），N（x2，y2），易

知 Δ >0 恒 成 立 ，所 以 x1+x2=12，x1x2=26，所 以 || MN =
1+( )32

2
⋅ ( )x1+x2

2-4x1 x2 = 70 .
（3）证明：设直线 l的方程为 x=my+4，M（x1，y1），N（x2，

y2），联立
ì
í
î

ïïïï

ïïïï

x2

4 -y2=1，
x=my+4，

得（m2-4）y2+8my+12=0，则 Δ=64m2-

4（m2-4）×12=16（m2+12）>0，y1+y2=- 8m
m2-4，y1 y2= 12

m2-4，
所以-3（y1+y2）=2my1y2，因为 A1（-2，0），A2（2，0），所以

k1
k2

=
y 1 ( )x 2- 2
y 2 ( )x 1+ 2  = y 1 ( )my 2+ 2

y 2 ( )my 1+ 6  = my 1 y 2+ 2y 1
my 1 y 2+ 6y 2

= -
3
2 ( )y 1+ y 2 + 2y 1

- 3
2 ( )y1+y2 + 6y 2

=
1
2 y1- 3

2 y2

- 3
2 y1+ 9

2 y2
=- 1

3.所以
k1
k2

为定值，定值为-1
3.

5.解：（1）根据题意，得从所有数字中任意取4个并按
照从小到大的顺序排列即可得出符合题意的递增子列 .
可取2，4，5，9；2，4，7，9；2，4，5，6；2，5，6，9；4，5，6，9；2，4，
6，9中任意三个 .

（2）由于数列｛bk｝长度 m=4，且数列｛bk｝的每一子列
的所有项的和都不相同，根据 an=3n-1 可知 b1<b2<b3<b4，

为使
1
b1

+ 1
b2

+ 1
b3

+ 1
b4

的值最大，所以尽量使 b1，b2，b3，b4的

取值最小即可，所以 b1的最小值为 2，b2的最小值为 5，令
b1=2，b2=5，由 b1+b2=2+5=7，得 b3的最小值为 8，令 b3=8；如
果 b4=14，因为 b1+b3=10，b2+b3=13，b1+b4=16，b2+b4=19，b3+
b4=22；b1+b2+b3=15，b1+b2+b4=21，b1+b3+b4=24，b2+b3+b4=27；
b1+b2+b3+b4=29，以上数值均不相同 . 如果 b4=11，b1+b4=2+
11=13=b2+b3，不符合题意 . 所以 b4 的最小值为 14，取 b4=
14.当 b1，b2，b3，b4均取最小值时，那么

1
b1

，
1
b2

，
1
b3

，
1
b4

均取到

对应的最大值，
1
b1

+ 1
b2

+ 1
b3

+ 1
b4

= 1
2 + 1

5 + 1
8 + 1

14 = 251
280，所以

1
b1

+ 1
b2

+ 1
b3

+ 1
b4

的最大值为
251
280.

（3）因为｛bk｝为等比数列，由bk = aik
，得a2

i2 = ai1 ai3，又｛an｝

的公差为d，d≠0，所以[ ]a1+( )i2-1 d
2=[ a1+( i1-1) d ] [ a1+( i3-

1) d ]，得 ( )i22- i1i3+ i1+ i3-2i2 d2=( i1+ i3-2i2 ) a1 d，又｛ik｝为等

比数列，所以 i22= i1i3. 因为 0<i1<i2<i3，所以 i1+ i3>2 i1i3 =
2i2，则 i1+i3-2i2>0，又 d≠0，所以 a1=d，即 a1

d =1，此时 an=a1+
（n-1）d=nd，所以 q= bk+1

bk
= aik+1

aik

= ik+1
ik

，所以｛ik｝为等比数列 .
综上，当

a1
d =1时，｛ik｝为等比数列 .

解答题题组训练（4）
1.（1）证明：因为 D，E 分别是 AB，A1B1 的中点，所以

BD∥A1E，BD=A1E，则 BDA1E 为平行四边形，则 BE∥DA1，
又BE⊂平面BEC1，DA1⊄平面BEC1，所以DA1∥平面BEC1，
同理可得 DC∥平面 BEC1，又 DC∩DA1=D，DC，DA1⊂平面
A1DC，所以平面A1DC∥平面BEC1.

（2）解：连接 DE，由 AC⊥BC，AC=BC，D，E分别是 AB，
A1B1的中点，得 CD⊥AB，DE⊥平面 ABC，又 DC，AB⊂平面
ABC，所以DE⊥DC，DE⊥AB，则以D为坐标原点，DB，DC，
DE所在直线分别为 x轴，y轴，z轴，建立空间直角坐标系，
由 AB=2 2，AA1=3，得 CD= 2，则 B（ 2，0，0），E（0，0，
3），C1（0， 2，3），

 
BE=（- 2，0，3），

  
BC1=（- 2， 2，3），

设 平 面 BEC1 的 法 向 量 为 n= （x，y，z） ，则
ì
í
î

ïï

ïï

n ⋅ 
BE=- 2 x+3z=0，

n ⋅ 
BC 1=- 2 x+ 2 y+3z=0，令 x=3，得 y=0，z= 2，则 n=

（3，0， 2），易知BB1⊥平面EB1C1，不妨取平面EB1C1的一

个法向量为m=（0，0，1），则 cos m,n = m ⋅n
||m n |

= 2
11 ×1 =

2211 ，由图可知，二面角B-EC1-B1为锐二面角，则二面角

B-EC1-B1的余弦值为 2211 .
2.解：（1）依题意，2×2列联表如下：

男生

女生

合计

喜欢篮球

60
30
90

不喜欢篮球

40
70

110

合计

100
100
200

假 设 H0：该 校 学 生 喜 欢 篮 球 与 性 别 无 关 ，χ 2=
200×( )60×70-30×40 2

100×100×90×110 ≈18.182>10.828=x0.001，依据小概

率值α=0.001的 χ2独立性检验，推断H0不成立，即认为该
校学生喜欢篮球与性别有关 .

（2）因为这两名男生投进的概率均为
3
4，这名女生投

进的概率为
2
3，所以这两名男生投不进的概率均为 1-3

4=
1
4，这名女生投不进的概率为 1-2

3=1
3，由题意，得 X 的所

有可能的取值为 0，1，2，3，P（X=0）=( )1
4

2
×1

3= 1
48，P（X=

1）=C12× 3
4 × 1

4 × 1
3 +( )1

4
2
× 2

3 = 1
6，P（X=2）=C12× 3

4 × 1
4 × 2

3 +

( )3
4

2
× 1

3 = 7
16，P（X=3）=( )3

4
2
× 2

3 = 3
8.

所以X的分布列为
X

 P
 0

 1
48

 1
1
6

 2
 7
16

 3
3
8

则E（X）=0× 1
48+1×1

6+2× 7
16+3×3

8=13
6 .

3. 解：（1）由 F( )0，p
2 ，则设直线 MN 的方程为 y=kx+

p
2，联立

ì
í
î

ïï

ïïïï

y=kx+ p
2，

x2=2py，
得 x2-2pkx-p2=0，则 x1x2=-p2=-4，解得

p=2，所以抛物线C的标准方程为 x2=4y.
（2）设 R（x3，y3），Q（x4，y4），T（0，t），因为点 T 在 RQ 的

垂直平分线上，所以 ||TR = ||TQ ，即 x23+（y3-t）2=x24+（y4-t）2.
因为 x23=4y3，x24=4y4，所以 4y3+（y3-t）2=4y4+（y4-t）2，即 4（y3-
y4）=（y3+y4-2t）（y4-y3），又 y3≠y4，所以-4=y3+y4-2t. 又 y3+
y4=1，所以 t=5

2，则 T( )0，5
2 . 所以 S△MNT= 1

2 ⋅ || FT ⋅ || x1-x2 =
3
4 || x1-x2 ，由（1）得 ，x1+x2=4k，x1x2=-4，所 以 S△MNT= 3

4 ⋅
( )x1+x2

2-4x1 x2 =3 k2+1 ≥3，所以当 k=0 时，S△MNT 取得
最小值，最小值为3.

4.解：（1）由an= 2
3 Sn+1，得Sn= 3

2 an- 3
2，　①    

当n=1时，a1=S1= 3
2 a1- 3

2，解得a1=3，
当n≥2时，Sn-1= 3

2 an-1- 3
2，　②

由① - ②，可得 an=Sn-Sn-1=( )3
2 an- 3

2 -( )3
2 an-1- 3

2 =
3
2 an- 3

2 an-1，整理得 an=3an-1，即
an

an-1
=3（n≥2），所以数列

｛an｝是首项为3，公比为3的等比数列，所以an=3×3n-1=3n.
（2）由（1）知，an=3n，得 bn= log3an

an
= n

3n，

则Tn= 1
3 + 2

32 + 3
33 +⋯+ n

3n，　③
得

1
3 Tn= 1

32 + 2
33 + 3

34 +⋯+ n-1
3n + n

3n+1，　④

由③-④，得
2
3 Tn= 1

3 + 1
32 +⋯ 1

3n - n
3n+1 =

1
3 ×é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú1-( )1

3
n

1- 1
3

-
n

3n+1 =1
2 - 2n+3

2⋅3n+1，所以Tn= 3
4 - 2n+3

4⋅3n = 1
4 ( )3- 2n+3

3n .
（3）由（2）知，bn= n

3n，由 b1，2b2，kbk成等差数列，得 b1+
kbk=2×2b2，即

1
3 + k2

3k = 8
9，则

k2

3k = 5
9. 设 f ( )k = k2

3k，则 f ( )k+1 -
f ( )k = ( )k+1 2

3k+1 - k2

3k = -2k2+2k+1
3k+1 ，当 k≥2时，f（k+1）-f（k）<0，

即 f（k+1）<f（k），又 f ( )1 = 1
3 < 5

9，f ( )2 = 4
9 < 5

9，所以对所有正

整数 k，都有 f ( )k < 5
9.所以不存在正整数 k，使得 b1，2b2，kbk

成等差数列 .5.解：（1）当a=2时，f（x）=ex-2x-2，定义域为R，f ′（x）=ex-2，当 x<ln 2 时，f ′（x）<0，f（x）单调递减，当 x>ln 2 时，
f ′（x）>0，f（x）单调递增，所以 f（x）min=f（ln 2）=-2ln 2<0，又
f ( )-1 = 1

e >0，f ( )2 =e2-6>0，所以 f（x）在（- ∞ ，ln 2）和

（ln 2，+∞）内各有一个零点，所以 f（x）有2个零点 .
（2）（i）因为 g ( )x =- e2x

2 +( )a+1 ex-ax-3，定义域为 R，

则 g′（x）=-e2x+（a+1）ex-a=-（ex-a）（ex-1），令 g′（x）=0，解
得 x=0 或 x=ln a，由 a≥2，得 ln a≥ln 2>0，当 x<0 时，g′（x）<0；当 0<x<ln a 时，g′（x）>0；当 x>ln a 时，g′（x）<0，所以
g（x）在（0，ln a）内单调递增，在（-∞，0）和（ln a，+∞）上单
调递减 .

（ii）因为 g′（m）=g′（n），所以由（i）知，em，en是关于 x
的方程-x2+（a+1）x-a=0 的两个不同的实根，所以 em+en=
a+1，emen=a，即m+n=ln a，所以 g ( )m +g ( )n =- 1

2 ( )e2m+e2n +
( a+1) (em+en )-a( m+n)-6 =- 1

2 [ ]( )a+1 2-2a +( )a+1 2-aln a-
6=1

2 ( a+1) 2+a-aln a-6. 设 h ( )a = 1
2 ( )a+1 2+a-aln a-6，

则 h ( )a 的定义域为［2，+∞），h′（a）=a-ln a+1，则 h″（a）=1-1
a>0，所以 h′（a）在［2，+∞）上单调递增，则 h′（a）≥h′（2）=
3-ln 2>0，所以 h（a）在［2，+∞）上单调递增，所以 h（a）min=
h ( )2 = 1

2 -2ln 2.所以g（m）+g（n）的最小值为
1
2 -2ln 2.
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义域为（0，+∞），且 g′( )x = ax-1

x ，当 x∈( )0，1
a 时，

g′（x）<0，g（x）单调递减，当 x∈( )1
a，+∞ 时，g′（x）>0，g（x）

单调递增，所以g ( )x min=g ( )1
a =1+ln a.

因为 f（x）=ex-ax和 g（x）=ax-ln x有相同的最小值，所

以 1+ln a=a-a ln a，则 a-1
a+1 =ln a，其中 a>0. 设函数 p ( )a =

a-1
a+1 -ln a（a>0），则 p′( )a = -a2-1

a ( )a+1 2 <0，所以p（a）在（0，+∞）
上单调递减，又 p（1）=0，所以方程 p（a）=0的唯一解为 a=
1，则方程

a-1
1+a

=ln a的解为a=1.综上，a=1.
选择题与填空题题组训练（7）

一、单项选择题1.A　提示：因为 U=R，集合 A=｛ |x x ≥0｝=［0，+∞），所
以∁UA=（-∞，0），又B=｛ |x x >a｝=（a，+∞），（∁UA）∪B=R，所以
a<0，即实数a的取值范围是（-∞，0）.故选A.2.C　提示：由不等式ax2+bx+c>0的解集是（-3，2），得
a<0，且 方 程 ax2+bx+c=0 的 两 个 根 分 别 为 -3，2，则

-b
a=-1，c

a=-6，所以 b=a，c=-6a，代入 cx2+bx+a>0，得-6ax2+
ax+a>0，又 a<0，则 6x2-x-1>0，即（3x+1）（2x-1）>0，解得

x<-1
3 或 x>1

2.故选C.
3.B　提示：根据题意，得 a·b= || a · || b cos60°= || a ·2 || a ·1

2= || a 2，所以（2a-b）·b=2a·b-b2=2 || a 2-4 || a 2=-2 || a 2
，所以

2a-b在 b上的投影向量为
(2a-b)·b

|| b 2 ×b= -2 || a 2

4 || a 2 ×b=- 1
2 b.

故选B.4.C　提示：对于 A，根据面面垂直的性质定理，故 A
正确；对于 B，若 l⊥β，α∥β，则 l⊥α，又 m⊂α，则 l⊥m，故 B
正确；对于C，若 l⊂α，m⊂α，m∥β，l∥β，则α与 β相交或平
行，故C错误；对于D，因为m⊂β，m∥α，所以存在直线m ′⊂α，m∥m′，又 l，m 是异面直线，l⊂α，所以 l与 m′相交，因
为m′∥m，m⊂β，m′⊄β，所以m′∥β，又 l⊂α，l∥β，所以α∥β，
故D正确，故选C.5.C　提示：令 x=1，可得展开式各项系数之和为（a-
1）×26=64，得 a=2，则（1+ x）6 展开式通项为 Tr+1=C r6 ⋅x

r
2，

则 x3的系数为 C66=1，x2 的系数为 C46=15，所以（2x-1）（1+
x）6展开式中 x3的系数为2×15+（-1）×1=29.故选C.6.D　提示：圆 M：x2+（y-4）2=1 的圆心为 M（0，4），半

径为 r=1，圆心M到直线 l：3x+4y-1=0的距离 d= ||16-1
５

=3，
所以 || MP 的最小值是 3，又 || MA =r=1，所以 || AP min=2 2，
所以△AMP的面积的最小值是 S=1

2×1×2 2= 2，则四边

形MAPB的面积的最小值是2S=2 2.故选D.7.B　提示：设事件 Ai表示“第 i天去A餐厅”，事件Bi
表示“第 i 天去 B 餐厅”，其中 i=1，2，3，由题意，得

P ( )A1 = 1
2，P ( )B1 = 1

2，P（ |A2 A1）=P（ |A3 A2）=1
3，P（ |B2 B1）= 1

2，

则 P（ |B2 A1）= 2
3 ，P（ |A2 B1）=P（ |A3 B2）= 1

2 ，所以 P（A2）=
P（A1）P（ |A2 A1）+P（B1）P（ |A2 B1）= 12 × 1

3 + 1
2 × 1

2 = 5
12，P（B2）=

P（A1）P（ |B2 A1）+P（B1）P（ |B2 B1）= 1
2 × 2

3 + 1
2 × 1

2 = 7
12，所以

P（A3）=P（A2）P（ |A3 A2）+P（B2）P（ |A3 B2）= 5
12 × 1

3 + 7
12 × 1

2 =
31
72.故选B.

8. D　提示：因为定义域为 R 的函数 f（x）满足
f（x）=-f（-x），所以 f（x）为R上的奇函数，又当 x1，x2∈（-∞，

0］且 x1≠x2时，
f ( x1 )- f ( x2 )

x1-x2
<0成立，所以 f（x）在（-∞，0］上

单调递减，所以 f（x）在R上为减函数 .因为存在 x∈［0，1］，
使得 f（1-ax-x2）<f（2-a）成立，所以存在 x∈［0，1］，使得 1-
ax-x2>2-a成立，所以存在 x∈［0，1］，使得 x2+ax+1-a<0，即
a（x-1）<-（x2+1）成立 .当 x=1时，0<-2不成立；当 x∈［0，1）
时，x-1<0，所以存在 x∈［0，1），使得 a>- x2+1

x-1 成立，

-x2+1
x-1 =-( x - 1 ) 2+ 2 ( x - 1 ) + 2

x-1 =- é
ë
êêêê ù

û
úúúú（ x - 1）+ 2

x-1 + 2 =1-
x+ 2

1-x
-2，令 t=1-x∈（0，1］，由对勾函数的性质，知 y=t+2

t -
2在（0，1］上单调递减，所以 ymin=1，所以a>1.故选D.

二、多项选择题

9.AB　提示：z+i2025=2-i
2 =1-1

2i，i2025=（i4）506·i=i，则 z=
1-3

2i.对于 A， || z = 12+( )- 3
2

2
= 132 ，故 A 正确；对于B，z=

1+3
2i，其在复平面内对应的点为 ( )1，3

2 ，在第一象限，故B
正确；对于 C，z 的虚部为 - 3

2，故 C 错误；对于 D，z2=

( )1- 3
2 i

2
=- 5

4-3i，故D错误 .故选AB.
10.BC　提示：f ′（x）=2x-4x ln x

x4 =2 (1-2ln x )
x3 （x>0），

令 f ′（x）=0，得 x= e，当 x> e 时，f ′（x）<0，当 0<x< e 时，

f ′（x）>0，所以函数 f（x）的单调递减区间为（ e，+∞），单
调递增区间为（0， e），故 A错误；f（x）在 x= e 处取得极

大值 f（ e）=1
e，故 B 正确；因为 f ( )1

e =-2e2<0，f（ e）=1
e，

所以 f（x）在  ( )1
e， e 上有唯一零点，又当 x> e 时，f（x）>

0，所以 f（x）在（ e，+∞）上不存在零点，所以 f（x）只有一
个零点，故C正确；因为 f（x）的单调递减区间为（ e，+∞），
3> π，所以 f（3）<f（ π），故D错误 .故选BC.11.ABD　提示：对于 A，因为 A1C1⊥B1D1，A1C1⊥BB1，
B1D1∩BB1=B1，且 B1D1，BB1⊂平面 BB1D1，所以 A1C1⊥平面
DBB1D1，又BD1⊂平面DBB1D1，所以A1C1⊥BD1，同理，DC1⊥
BD1，又 A1C1∩DC1=C1，A1C1，DC1⊂平面 A1C1D，所以BD1⊥平
面 A1C1D，故 A 正确；对于 B，因为 A1D∥B1C，A1D ⊂平面
A1C1D，B1C⊄平面 A1C1D，所以 B1C∥平面 A1C1D，因为点 P
在线段 B1C 上运动，所以 P 到平面 A1C1D 的距离为定值，
又△A1C1D的面积是定值，所以三棱锥P-A1C1D的体积为
定值，故 B 正确；对于 C，连接 AB1，AC，因为 A1D∥B1C，所
以异面直线AP与A1D所成角为直线AP与直线B1C的夹角，易
知△AB1C为等边三角形，当 P为 B1C的中点时，AP⊥B1C，
夹角为 90°；当 P 与点 B1 或点 C 重合时，直线 AP 与直线
B1C的夹角为 60°，所以异面直线AP与A1D所成角的取值
范围是［60°，90°］，故 C 错误；对于 D，以 D 为原点，DA，
DC，DD1所在直线分别为 x轴，y轴，z轴，建立空间直角坐
标系，设正方体的棱长为 1，设 P（a，1，a），B（1，1，0），C1
（0，1，1），D1（0，0，1），所以

   
C1 P=( )a，0，a-1 ，由 A项，得平

面A1C1D的一个法向量为
   
D1 B=( )1，1，-1 ，所以直线C1P与

平 面 A1C1D 所 成 角 的 正 弦 值 为 || cos    
C1 P，

   
D1 B =

||
   
C1 P ⋅   

D1 B

||    
C1 P ⋅ ||    

D1 B
= 1

3 ⋅ 2 ( )a- 1
2

2
+ 1

2
，所以当 a=1

2 时，直线

C1P 与平面 A1C1D 所成角的正弦值取得最大值 63 ，故 D
正确 .故选ABD.

三、填空题12.20  　提示：由题意，得应抽取超过 45岁的教职员

工人数为
50

800×320=20.
13.（1，4）　 提 示 ：f ( )x =4sin xsin2( )π

4 + x
2 +cos 2x=

4sin x ⋅ 1
2
é

ë
êêêê

ù

û
úúúú1-cos ( )π

2 +x +cos 2x=2sin x（1+sin x）+1-2sin2x=
2sin x+1，由 x∈é

ë
êêêê ù

û
úúúú

π
4 ，

5π
6 ，得 sin x∈é

ë
êêêê

1
2，1ù

û
úúúú，所以 f（x）∈［2，3］.

因为 || f（x）-m <2成立的充分条件是 x∈é
ë
êêêêπ

4 ，
5π
6 ù

û
úúúú，所以 m-

2<f（x）<m+2成立的充分条件为 2≤f（x）≤3，则m-2<2且m+2>3，解得1<m<4，即实数m的取值范围为（1，4）.
14. 105 　提示：令椭圆 C：

x2

a2 +y2

b2 =1（a>b>0）的半焦

距为 c，设 || AF2 =m，则 || AF1 =2a-m，由点 B 在 y 轴上，
   
F2 B=-4   

F2 A，得 || BF1 = || BF2 =4m，则 || AB =5m，又
   
F1 A⊥

   
F1 B，则 || AF1

2+ || BF1
2= || AB

2
，即（2a-m）2+（4m）2=（5m）2，

解得m=1
2a.在Rt△BF2O中，cos∠OF2B= ||OF2

|| BF2
= c

4m
= c

2a
，则

cos∠AF2F1=- c
2a

，在△AF1F2 中，由余弦定理，得 || AF1
2=

|| AF2
2+ || F1F2

2-2 || AF2 || F1F2 cos∠AF2F1，即( )3
2 a

2
=( )1

2 a
2
+

（2c）2-2·1
2a·2c·( )- c

2a
，得5c2=2a2，所以椭圆C的离心率 e=

c2

a2 = 2
5 = 105 .

选择题与填空题题组训练（8）
一、单项选择题

1.D　提示：因为集合 A={ }x∈Z
|
|
|||| x+2
x-3 ≤0 =｛x∈Z|-2≤x<

3｝=｛-2，-1，0，1，2｝，B=｛x | x≤-1或 x>3｝，所以  RB=｛x |-1<
x≤3｝，所以A∩（  RB）=｛0，1，2｝.故选D.

2. B　提示：由（1+i）z=2-i，得 z= 2-i
1+i = ( )2-i ( )1-i

( )1+i ( )1-i =
1
2 - 3

2 i，则 z̄= 1
2 + 3

2 i，所以 || z- z̄ = ||-3i =3.故选B.
3.B　提示：对于命题 p，当 x=2 时，x2-4x+4=（x-2）2=0，则 p 为假命题，对于命题 q，设 f（x）=ex-10x，则 f（0）=1>0，f（1）=e-10<0，因为 f（0）f（1）<0，所以 f（x）在区间（0，1）

内存在零点，所以∃x∈R，ex=10x，即 q为真命题 .故￢p和 q
都是真命题 .故选B.4.A　提示：由题意，得不超过 20的素数有 2，3，5，7，11，13，17，19，共 8 个，从中随机抽取 2 个，有 C28=28 种情
况，由孪生素数的定义，可知其中孪生素数有（3，5），（5，7），（11，13），（17，19）共 4 种情况，所以所求概率为4
28 = 1

7.故选A.
5.A　提示：因为 f（x）的定义域关于原点对称，且

f（-x）=（-x+x3）·2|x|=-f（x），所以 f（x）在［-3，3］上是奇函

数，排除D；由 f ( )1
2 =3 2

8 >0，排除B，C.故选A.

6.B　提示：由题意，可得
ì
í
î

v（12）=a·b12=0.2，
v（24）=a·b24=0.4，两式相

除，得 b12=2，则 a=0.1，由 b12=2，得 12lg b=lg 2，则 lg b=lg 2
12 ，

则 v（t）=a·bt=0.1bt，令 v（t）=1，得 bt=10，则 tlg b=1，所以 t=1
lg b

= 12
lg 2≈

12
0.3=40.故选B.

7.D　提示：任取 x1，x2∈R 且 x1<x2，即 x2-x1>0，因为
f（x+y）=f（x）+f（y）+1，所 以 f（x2）-f（x1）=f（x2-x1+x1）-
f（x1）=f（x2-x1）+f（x1）+1-f（x1）=f（x2-x1）+1，又当 x>0 时，
f（x）+1>0，所以当 x2-x1>0时，f（x2）-f（x1）=f（x2-x1）+1>0，即
f（x2）>f（x1），所 以 f（x）在 R 上 单 调 递 增 . 又
f（ax2+2x）+f（x）<1 ⇔ f（ax2+2x）+f（x）+1<2，且 f（x+y）=
f（x）+f（y）+1，所以 f（ax2+3x）<2=f（1），又 f（x）在 R 上单调
递增，所以 ax2+3x<1，所以问题等价于当 x∈［1，2］时，ax2+
3x<1 有解，即 a<1-3x

3 =( )1
x

2
- 3

x 在［1，2］上有解 . 令 t=1
x，

则 t∈é
ë
êêêê ù

û
úúúú

1
2，1 ，设 g（t）=t2-3t=( )t- 3

2
2
-9

4，则 g（t）在 é
ë
êêêê ù

û
úúúú

1
2，1 上单

调递减，所以g（t）max=g( )1
2 =-5

4，所以a<-5
4.故选D.

8.A　提示：因为 f（x）是 R 上的单调递减函数，所以
ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

3-4a
2 ≥0，

0<a<1，
3a≥log21+1，

解得
1
3 ≤a≤ 3

4，函数 g（x）= || f（x）+x-2 恰好

有两个零点，即方程 || f（x）=2-x 恰好有两个根，作出 y=
|| f（x）与 y=2-x 的图象（图略），由图可知，方程 || f（x）=

2-x 在［0，+∞）上恰好有一解，所以方程 || f（x）=2-x 在

（-∞，0）上有且仅有一解 .当 3a>2，即 a> 2
3 时，则 x2+（4a-

3）x+3a=2-x，即 x2+（4a-2）x+3a-2=0有且仅有一个负解，

则 Δ=（4a-2）2-4（3a-2）=0，解得 a= 3
4 或 1（舍去）. 当 a= 3

4
时，经检验符合题意；当 1≤3a≤2，即 1

3 ≤a≤ 2
3 时，由图象可

知，符合题意 .综上，a的取值范围是 é
ë
êêêê ù

û
úúúú

1
3，

2
3 ⋃{ }3

4 .故选A.
二、多项选择题
9.BD　提示：对于 A，显然 AD 与 C1E 是异面直线，故

A 错误；对于 B，取 B1C1的中点 F，连接 DF，EF，易证平面
DEF∥平面 AA1C1C，又 DE ⊂平面 DEF，所以 DE∥平面
AA1C1C，故 B 正确；对于 C，假设 DE⊥A1B1，则DE垂直平分
A1B1，设AA1= 2，则AB=2，易得A1E= 5，B1E= 3，则 A1E≠
B1E，这与 DE垂直平分 A1B1矛盾，故 C错误；对于 D，易知

tan∠A1AD=tan∠ABA1= 22 ，则∠A1AD=∠ABA1，可证△AA1B∽
△ A1DA，所以 A1B⊥AD，又 C1D⊥平面 AA1B1B，所以 C1D⊥
A1B，又 AD∩C1D=D，AD，C1D⊂平面 AC1D，所以 A1B⊥平面
AC1D，故D正确 .故选BD.

10. ABC　 提 示 ：对 于 A，因 为 x̄=1
5×（1+2+3+4+

5）=3，ȳ=1
5×（4.9+5.1+5.5+5.7+5.8）=5.4，所以 5.4=0.24×3+

â，解得 â=4.68，故A正确；对于B，因为 5×75%=3.75，所以
借阅量 4.9，5.1，5.5，5.7，5.8 的上四分位数为 5.7，故 B 正
确；对于 C，因为 0.24>0，所以 y与 x的线性相关系数 r>0，
故C正确；对于D，由A项可知，线性回归方程为 ŷ=0.24x+
4.68，当 x=6，则 ŷ=0.24×6+4.68=6.12，所以七月的借阅量
约为6.12百册，故D错误 .故选ABC.

11.AB　提示：关于 x的不等式（x2-2x+1+k）ex-x<0有

实数解，等价于关于 x的不等式 x2-2x+1+k< x
ex 有实数解 .

令 f ( )x = x
ex，g（x）=x2-2x+1+k，则问题转化为 f（x）>g（x）有

实数解，因为 f ′( )x = 1-x
ex ，所以当 x<1 时，f ′（x）>0，当 x>1

时，f ′（x）<0，所以 f（x）在（-∞，1）上单调递增，在（1，+∞）
上单调递减，所以 f ( )x max= f ( )1 = 1

e，又 g（x）=x2-2x+1+k=
（x-1）2+k，所以当x=1时，g（x）min=g（1）=k，要使不等式 f（x）>
g（x）有实数解，则 g（x）min<f（x）max，即 k< 1

e，结合选项可知，

只有A，B符合题意 .故选AB.
三、填空题

12.4　提示：由 x+2y-2xy=0，得 x+2y=2xy，所以
1
2y

+1
x =

1，所以 x+2y=（x+2y）( )1
2y

+ 1
x =2+ x

2y
+2y

x ≥2+2 x
2y

· 2y
x =4，

当且仅当
x

2y
=2y

x ，即 x=2y=2时，等号成立，所以 x+2y的最

小值为4.
13. -1　提示：因为 f（x）=ln x-ax-a3，所以 f ′( )x =1-ax

x ，因为 f（1）=2+b，f ′（1）=2，所以-a-a3=2+b，1-a=2，
解得a=-1，b=0，所以a+b=-1.

14.2 3；7
6　提示：因为四边形的面积为 2 3，所以

1
2 ×2a×2b=2 3 ，得 ab= 3 ① ，又 C 的 离 心 率 为 e= c

a =
63 　②，又 a2=b2+c2　③，联立①②③，解得 a= 3，b=1，c=

2，所以 C 的长轴长为 2a=2 3. 椭圆 C： x
2

3 +y2=1，联立

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

y=kx+2（k≠0），

x2

3 +y2=1， 得（1+3k2）x2+12kx+9=0，设M（x1，y1），N

（x2，y2），则 Δ=144k2-36（1+3k2）=36（k2-1）>0，得 k2>1，x1+
x2= -12k

1+3k2，x1+x2= 9
1+3k2，因为以 MN 为直径的圆过点 E

（-1，0），所以
  
EM·  

EN=0，又   
EM=（x1+1，y1），

  
EN=（x2+1，y2），

所以
  
EM·  

EN=（x1+1）（x2+1）+y1y2=（x1+1）（x2+1）+（kx1+2）·
（kx2+2）=（1+k2）x1x2+（2k+1）·（x1+x2）+5=0，即（1+k2）·9
1+3k2 +（2k+1）·-12k

1+3k2 +5=0，解得 k=7
6，满足 k2>1，所以 k=

7
6.
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解答题题组训练（1）

1.解：（1）由
cos C

c = cos A
3b-a

及正弦定理，得 3sin Bcos C-
sin Acos C=sin Ccos A，所以 3sin Bcos C=sin Acos C+sin C·cos A=sin （A+C）. 因 为 sin （A+C）=sin （π -B）=sin B，则

3sin Bcos C=sin B，又B∈（0，π），则 sin B≠0，所以 cos C= 1
3，

又C∈（0，π），所以 sin C= 2 2
3 .

（2）由（1）得 ，sin C=2 2
3 ，所以△ ABC 的 面 积 S=

1
2 ab sinC=10 2，即 23 ab=10 2，得 ab=30，由余弦定

理，得 c2=a2+b2-2abcos C=a2+b2-20   ①，因为 c= 6 ( )a-b ，
所以 c2=6（a-b）2=6（a2+b2）-360   ②. 由①②，解得 a2+b2=
68，c=4 3，所以 a+b= a2+b2+2ab =8 2.所以△ABC的
周长为a+b+c=8 2 +4 3.2. 解：（1）由频率分布直方图，得（0.002 5+0.007 5+0.015×2+2a）×20=1，解得 a=0.005.前 4个矩形面积之和为
（0.002 5+0.007 5+0.015×2）×20=0.8，前 5个矩形面积之和
为 0.8+0.005×20=0.9. 设这 1 000 名学生的这次考试数学
成绩的第 85 百分位数为 m 分，则 0.8+（m-110）×0.005=0.85，解得m=120，所以估计这1 000名学生的这次考试数
学成绩的第85百分位数为120分 .

（2）数学成绩位于［50，70），［70，90）的学生人数之比
为 0.007 5∶0.015=1∶2，所以所抽取的 9人中，数学成绩位

于［50，70）的学生人数为 9×1
3=3 人，数学成绩位于［70，

90）的学生人数为 9×2
3=6 人，由题意可知，随机变量 X 的

所有可能取值为 0，1，2，3，则 P（X=0）=C33C39
= 1

84，P（X=1）=
C16C23C39

= 3
14，P（X=2）=C26C13C39

=15
28，P（X=3）=C36C39

= 5
21.

所以X的分布列为
X

 P
 0

 1
84

 1
 3
14

 2
 15
28

 3
5

21
E（X）=0× 1

84+1× 3
14+2×15

28+3× 5
21=2.

3.（1）证明：因为△PBC为正三角形，O是BC中点，所
以 PO⊥BC，又平面 PBC⊥平面 ABCD，平面 PBC∩平面
ABCD=BC，PO⊂平面 PBC，所以 PO⊥平面 ABCD，又 BD⊂
平面 ABCD，所以 PO⊥BD，又 AB=2，BC=2 2，所以

  
BD ⋅

 
AO=(  

BC+ 
BA )⋅( 1

2
 
BC- 

BA )= 1
2
 
BC

2- 
BA

2=0，所以
  
BD⊥ 

AO，

即 BD⊥AO，又 PO，AO⊂ 平面 PAO，PO⋂AO=O，所以 BD⊥
平面PAO.

（2）解：因为 E，O 分别为 BD，BC 的中点，所以 EO∥
DC，又 DC⊂ 平面 PDC，EO⊄ 平面 PDC，所以 EO∥平面
PDC，又平面 OEF⋂平面 PDC=QF，所以 EO∥QF，则 QF∥
DC，又 F 是 PC 的中点，所以 Q 是 PD 的中点，易知 OE，
OC，OP两两垂直，则以O为原点，OE，OC，OP所在直线分
别为x轴，y轴，z轴，建立空间直角坐标系，则P ( 0，0， 6 )，
C ( )0， 2，0 ，D ( )2， 2，0 ，Q (1， 22 ， 62 )，所 以

  
CD=

( )2，0，0 ，
 
PC=( )0， 2，- 6 ，

  
OQ=( )1， 22 ， 62 ，设平面

PCD的法向量为 n=（x，y，z），则
ì
í
î

ïï
ïï

  
CD ⋅n=2x=0，
 
PC ⋅n= 2 y- 6 z=0，解

得 x=0，令 z=1，得 y= 3，所以 n=（0， 3，1），所以 sin θ=
|| cos n，

  
OQ = 

|| n·  
OQ

|| n · ||
  
OQ

= 6
2 3 = 22 ，所以 θ= π

4 ，即直线

OQ与平面PCD所成角 θ的大小为
π
4 .

4.解：（1）由题意，得

ì

í

î

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

e= c
a = 32 ，

2
a2 +

1
2
b2 =1，

a2=b2+c2，

解得{a=2，
b=1，所以椭

圆E的标准方程为
x2

4 +y2=1.

（2）设A（x1，y1），B（x2，y2），联立
ì
í
î

ïïïï

ïïïï

y=kx+m，

x2

4 +y2=1，得（1+4k2）·

x2+8kmx+4m2-4=0，则 Δ =64k2m2-4（1+4k2）（4m2-4）=16·
（4k2-m2+1）>0，即 4k2+1>m2，所 以 x1+x2=- 8km

1+4k2，x1 x2=
4m2-4
1+4k2 ，所以 y1 y2=( )kx1+m ( )kx2+m =k2 x1 x2+km ( )x1+x2 +
m2= m2-4k2

1+4k2 ，因为点 Q 在以线段 AB 为直径的圆上，所以
  
QB ⋅ 

QA=0，又
  
QB=( )x2-2，y2 ，

 
QA=( )x1-2，y1 ，所 以

 
QA ⋅

  
QB=x1 x2-2 ( )x1+x2 +4+y1 y2= 4m 2- 4

1 + 4k2 - 2 ×( )- 8km
1 + 4k2 + 4 +

m2-4k2

1+4k2 =0，化简得
( )6k+5m ( )2k+m

1+4k2 =0，解得 m=- 6
5 k 或

m=-2k（舍去），满足Δ>0，所以直线 l的方程为 y=kx- 6
5 k=

k ( )x- 6
5 ，其过定点 ( )6

5，0 .所以直线 l过定点，该定点的坐

标为( )6
5，0 .

5.解：（1）根据题意，得 an+2=5-2an+1-an，因为 a2=2，a1=1，所以a3=5-2×2-1=0，a4=5-2×0-2=3，a5=5-2×3-0=-1.
（2）二 次 函 数 f（x）=x2-anx+an+1 图 象 的 对 称 轴 为

x= an2 ，根据 f（x）在（1，2）内无极值点，可得
an2 ≥2或

an2 ≤1，
解得an≥4或an≤2，所以an的取值范围为（-∞，2］∪［4，+∞）.

（3）由an+2+2an+1+an=5，得( )an+2- 5
4 +2 ( )an+1- 5

4 +( )an- 5
4 =

0，所以 ( )an+2- 5
4 +( )an+1- 5

4 =-é
ë
êêêê(an+1- 5

4 )+(an- 5
4 )ùûúúúú. 设 bn=

an- 5
4，则 b1=- 1

4，b2= 3
4，bn+2+bn+1=-（bn+1+bn），设 cn=bn+1+bn，

则 cn+1=-cn，又 c1=b1+b2= 1
2，所以｛cn｝是以

1
2 为首项，-1 为

公 比 的 等 比 数 列 ，所 以 cn= 1
2 ⋅( )-1 n-1

，即 bn+1+bn=
1
2 ⋅( )-1 n-1

，所以
bn+1

( )-1 n+1 - bn

( )-1 n = 1
2，所以

ì
í
î

ïï
ïï

ü
ý
þ

ïïïï
ïï

bn

( )-1 n 是首项

为
1
4，公差为

1
2 的等差数列，所以

bn

( )-1 n = 1
4 + 1

2 ( )n-1 =
1
2 n- 1

4，则 bn=( )-1 n( )1
2 n- 1

4 ，所 以 an= 5
4 +( )-1 n( )n

2 - 1
4 =

ì

í

î

ïïïï

ï
ïï
ï

- n
2 + 3

2 ,n 为 奇数，

n
2 +1,n 为偶数.

当 n为奇数时，Sn= a1+an2 ⋅n+1
2 + a2+an-12 ⋅

n-1
2 =1

2
é
ë
êêêê

ù
û
úúúú1+( )- n

2 + 3
2 ⋅ n+1

2 + 1
2 ( )2+ n-1

2 +1 ⋅ n-1
2 =n；当 n

为 偶 数 时 ，Sn= a1+an-12 ⋅ n
2 + a2+an2 ⋅ n

2=1
2
é

ë
êêêê

ù

û
úúúú1+( )- n-1

2 + 3
2 ⋅

n
2 + 1

2 ( )2+ n
2 +1 ⋅ n

2 = 3n
2 .综上，Sn=

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

n，n为奇数，
3n
2 ，n为偶数.

解答题题组训练（2）
1.解：（1）由

b-2cos A
a = 2cos C

c ，得bc-2ccos A=2acos C，

由正弦定理，得 csin B-2sin Ccos A=2sin Acos C，则 csin B=2sin Ccos A+2sin Acos C=2sin （A+C）=2sin B，又 B∈（0，π），
则 sin B≠0，所以 c=2.

（2）因为
 
BA ⋅ 

BC=2  
CA ⋅ 

CB，所以 cacos B=2bacos C，即
ccos B=2bcos C，由正弦定理，得 sin Ccos B=2sin Bcos C，
则3sin Ccos B=2sin Bcos C+2sin Ccos B=2sin （B+C）=2sin A，
由正弦定理，得 3ccos B=2a，又 c=2，所以 a=3cos B，所以

S=1
2acsin B=asin B=3sin Bcos B=3

2sin 2B≤3
2，当且仅当 2B=

π
2 ，即B=π

4 时，等号成立，所以△ABC面积的最大值为
3
2.

2.（1）证明：因为 PA⊥底面 ABC，BC⊂底面 ABC，所以
PA⊥BC，又 AC⊥BC，PA∩AC=A，PA，AC ⊂平面 PAC，所以
BC⊥平面 PAC，又 AD⊂平面 PAC，所以 BC⊥AD，因为 PA=
AC，D为 PC的中点，所以 AD⊥PC，又 PC∩BC=C，BC，PC⊂
平面 PBC，所以 AD⊥平面 PBC，又 PB⊂平面 PBC，所以
AD⊥PB.

（2）解：以点 A为原点，以过点 A且平行于 BC的直线
为 x轴，以AC，AP所在直线分别为 y轴和 z轴，建立空间直

角坐标系，由 PA=AC=BC=3，得 D( )0，3
2，

3
2 ，C（0，3，0），B

（3，3，0），A（0，0，0），P（0，0，3），则
  
PD=( )0，3

2，- 3
2 ，

 
PB=

（3，3，-3），又G在线段PB上，设
 
PG=λ

 
PB=( )3λ，3λ，-3λ ，

且 0< λ <1，则
  
DG= 

PG-  
PD=( )3λ，3λ- 3

2，-3λ+ 3
2 ，因 为

DG= 62 ，所以 9λ2+( )3λ- 3
2

2
+( )-3λ+ 3

2
2
= 3

2，解得 λ= 1
3，

所以 G（1，1，2），H（2，2，1），则
 
AD=( )0，3

2，
3
2 ，

 
AH=（2，2，

1），
 
AG=( )1，1，2 ，设平面 ADH 的法向量为m=（x，y，z），则

ì
í

î

ïïïï

ïïïï

m ⋅ 
AD= 3

2 y+ 3
2 z=0，

m ⋅ 
AH=2x+2y+z=0，

令 y=1，得 x=- 1
2，z=-1，则 m=

( )- 1
2，1，-1 . 设 平 面 ADG 的 法 向 量 为 n=（a，b，c），则

ì
í
î

ïïïï

ïïïï

n ⋅ 
AD= 3

2 b+ 3
2 c=0，

n ⋅ 
AG=a+b+2c=0，

令 b=1，得 c=-1，a=1，则 n=（1，1，-1），

设平面ADG与平面ADH的夹角为 θ，得 cos θ= || cos n,m =
|| n ⋅m

|| n ||m
=

3
2

3 × 3
2

= 33 ，所以平面 ADG 与平面 ADH 夹角的

余弦值为 33 .
3.解：（1）随机变量X的所有可能取值为 0，1，2，3，且

X~B( )3，3
4 ，所以 P ( )X=0 =C03×( )3

4
0
×( )1

4
3
= 1

64，P ( )X=1 =
C13×( )3

4
1
×( )1

4
2
= 9

64，P（X=2）=C23×( )3
4

2
×( )1

4
1
= 27

64，P（X=
3）=C33×( )3

4
3
×( )1

4
0
= 27

64.
所以随机变量X的分布列为

X

P

0
1

64
1
9

64
2

27
64

3
27
64

所以均值为E ( )X =3× 3
4 = 9

4，
方差为D ( )X =3× 3

4 × 1
4 = 9

16.
（2）由 题 意 可 知 ，P1= 1

4，P2= 3
4 + 1

4 × 1
4 = 13

16，P3= 1
4 ×

( )3
4 + 1

4 × 1
4 + 3

4 × 1
4 = 25

64，所以当 n≥3 时，Pn= 1
4 Pn-1+ 3

4 Pn-2，

则Pn+ 3
4 Pn-1=Pn-1+ 3

4 Pn-2，所以{ }Pn+ 3
4 Pn-1 为常数数列，

且Pn+ 3
4 Pn-1=P2+ 3

4 P1= 13
16 + 3

4 × 1
4 =1（n≥2），

则 Pn=-3
4Pn-1+1，所以 Pn- 4

7 =- 3
4 ( )Pn-1- 4

7 （n≥2），所

以数列{ }Pn- 4
7 是以 P1- 4

7 =- 9
28 为首项，- 3

4 为公比的等

比数列，所以Pn- 4
7 =- 9

28 ⋅( )- 3
4

n-1
，所以Pn=- 9

28 ⋅( )- 3
4

n-1
+

4
7 .

4.（1）解：当 a=0 时，f（x）=ex-1-x，定义域为 R，得
f ′（x）=ex-1，当 x<0 时，f ′（x）<0；当 x>0 时，f ′（x）>0，所
以 f（x）的单调递减区间为（-∞，0），单调递增区间为（0，+∞）.

（2）解：f ′（x）=ex-1-2ax，令 h（x）=ex-1-2ax，定义域为

［0，+∞），得 h′（x）=ex-2a，若 2a≤1，即 a≤ 1
2 时，此时 h′（x）≥

0，h（x）单调递增，所以 h（x）≥h（0）=0，即 f ′（x）≥f ′（0）=0，
所以 f（x）在［0，+∞）上单调递增，此时 f（x）≥f（0）=0，满足

条件 . 若 2a≥1，即 a≥1
2 时，当 0≤x≤ln 2a 时，h′（x）<0，h（x）

单调递减，所以h（x）<h（0）=0，即 f ′（x）<f ′（0）=0，所以 f（x）
在（0，ln 2a）上单调递减，此时 f（x）<f（0）=0，不满足题意 .

综上，实数a的取值范围为( ]-∞，1
2 .

（3）证明：由（2）得，当 a= 1
2 且 x>0 时，ex>1+x+ x2

2 ，即

ex-1>x+ x2

2 = x2+2x
2 ，要证（ex-1）ln （x+1）>x2，需证 ex-1>

x2

ln ( )x+1 ，即证
x2+2x

2 > x2

ln ( )x+1 ，即证 ln ( )x+1 > 2x
x+2. 设

F ( )x =ln ( )x+1 - 2x
x+2（x>0），得F′( )x = x2

( )x+1 ( )x+2 2，当 x>
0时，F′（x）>0，所以F（x）在（0，+∞）上单调递增，又F（0）=
0.所以F（x）>0恒成立，故原不等式成立 .

5.（1）解：因为A，D两点关于 y轴对称，所以由题意知
椭圆 E 经过 A，D 两点，显然椭圆 E 不经过点 B，所以点 C

在E上，且E的焦点在 x轴上 .设椭圆E的标准方程为
x2

a2 +

y2

b2 =1（a>b>0），则

ì

í

î

ï
ïï
ï

ï
ïï
ï

1
b2 =1，
1
a2 + 3

4b2 =1，
解得{a=2，

b=1，所以椭圆 E 的

标准方程为
x2

4 +y2=1.
（2）证明：设“共轭点对”［A，G］中点G的坐标为G（x，

y），根据“共轭点对”［A，G］的定义可知，点 G的坐标满足


