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数学 4

第 13期
第 2~3版同步周测

一尧选择题员~6援B阅C阅CA苑~12援悦C阅悦D月
二尧填空题员猿援2 员源援10
员缘援圆 员远援 4+2 3姨3
三尧解答题员苑援解院约束条件表示的可行域如图

中阴影部分（含边界）所示，联立
曾原赠垣1=园，
曾-2赠原2=园，嗓 得 A（-4，-3）.
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渊第 17题图冤
（1）z=y-3x，即 y=3x+z，由图可知，当

直线 y=3x+z 过点 A 时，直线 y=3x+z 在
y轴上的截距最大，z 有最大值，最大值
为-3-3伊（-4）=9.
（圆）扎越 y+2

曾+5 的几何意义为可行域
内的点与定点 P（-5，-2）连线的斜率，
则 z 的最小值为 kPA= -3+2-4+5 =-1援
（猿）扎越（曾-员）圆垣（赠原1）圆的几何意义为

点 M（员，1）与可行域内点之间的距离的
平方，故 z的最大值为 MA 2=（-4-1）2+
（-3-1）2=41援员愿援解院（员）因为 x跃园，y跃园，x垣y =1，
所以由基本不等式得 xy臆 蓸 x+y圆 蔀 2=
14 ，当且仅当 x=y= 12 时取等号，因为
xy臆m 恒成立，所以 m逸 14 ，故实数 m

的最小值为 14 援
（圆）证明院因为 员

x 垣 员
y =（x+y）蓸 员x 垣

员
y 蔀=圆+ x

y 垣 y
x 逸2+2=4，

所以 蓸 x + 员
x 蔀 2 + 蓸 y + 员

y 蔀 2 逸
蓸x+ 员

x +y+ 员
y 蔀 2

2 = 蓸1+ 员
x + 员

y 蔀 2

2 逸
（1+4）2

2 = 252 ，当且仅当 x=y= 12 时取
等号.员怨援解院（员）若该病人每天只吃单价
较便宜的营养液 B，则为了将微量元素
茁的摄入量控制在［250，280］（单位院微
克），营养液 B 的服用量必须控制在
［12.5，14］（单位院毫升），此时微量元素
琢 的摄入量在［187.5，210］（单位院微

克），所以不能同时符合医学建议援
（2）设该病人每天需服用 x毫升营

养液 A，y毫升营养液 B，则每天所需的
营养液费用为 z越5x+4y，

由题意，得 x，y满足的约束条件为300臆30曾垣15赠臆330，250臆10曾垣20赠臆280，
曾逸园，
赠逸园，
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墒

设设设设缮设设设设

即

20臆2曾垣赠臆22，25臆曾垣2赠臆28，
曾逸园，
赠逸园.

扇

墒

设设设设缮设设设设
约束条件表示的

可行域如图中阴影部分（含边界）所示，
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渊第 19题图冤

把 z越5x+4y变形为 赠=- 54 x+ 14 z，

得到斜率为- 54 ，在 y轴上的截距为 14 z
的一族平行直线援

由图可知，当直线 赠=- 54 x+ 14 z 经
过直线 2x+y越20和直线 x+2y越25的交
点 M时，截距 14 z 取得最小值，此时 z
取得最小值援

解方程组 2曾垣赠=20，
曾垣2赠=25，嗓 得点 M 为

（5，10），所以 zmin越5伊5+4伊10越65援
所以推荐病人每天服用 5毫升营

养液 A，服用 10毫升营养液 B，既能符
合医学建议又能使每天所需的营养液
费用最低，该病人每天所需的营养液
最低费用是 65元援圆园援解 院（员）因为 葬，遭 沂（园，垣肄），
葬（员原遭）越遭（葬原员），所以 葬垣遭 越圆葬遭援所以员圆葬 垣 员圆遭 越员.

葬圆垣遭圆越（葬圆垣遭圆） 蓸 员圆葬 垣 员圆遭 蔀 圆越 员源 蓘圆垣
遭圆
葬圆 垣葬

圆
遭圆 垣圆蓸 遭葬 垣 葬

遭 蔀 蓡逸员源 蓸圆垣圆 遭圆
葬圆·

葬圆
遭圆姨 垣

圆伊圆 遭
葬·

葬
遭姨 蔀越圆，

当且仅当 葬越遭越员时取等号，所以
葬圆垣遭圆的最小值为 圆.
（圆）由（员）知，（葬圆垣遭圆）皂蚤灶越圆.对任意

葬，遭沂（园，垣肄），都有 枣（曾）臆源（葬圆垣遭圆）援
所以 枣（曾）臆愿，即 圆曾垣员 垣 曾原圆 臆

愿.所以 曾约- 12 ，原圆曾原员原曾垣圆臆愿，嗓 或 - 12 臆x臆2，
圆曾+员原曾垣圆臆愿，嗓

或 x>2，圆曾+员+曾-圆臆愿，嗓
解得原 苑猿 臆曾臆猿.

所以实数 曾的取值范围是蓘原 苑猿 ，猿蓡 援圆员援 解院（员）设矩形栏目的高为
acm，宽为 bcm（a>0，b >0），则 ab 越
20000，所以 b越 20000

a .由题意，得海报
的高为（a+20）cm，宽为（3b+30）cm，

所以海报的面积 杂越（a+20）（3b+30）=
30 （a +2b）+60600 越30 蓸 a + 40000

a 蔀 +
60600 逸30 伊2 a·40000

a姨 +60600 =
72600，当且仅当 a= 40000

a ，即 a=200
时，等号成立，此时 b越100.

故当矩形栏目的高为 200cm，宽为100cm时，整个矩形海报的面积最小，
最小值为 72600cm2.
（圆） 由题意，得 b 逸2a，又 b =20000

a ，a>0，
解得 0<a臆100，
由（1）得海报的面积 杂越30 蓸 a+

40000
a 蔀+60600，因为函数 S在（0，100］

上单调递减，所以当 a越100时，S取得
最小值，最小值为 75600.

故当矩形栏目的高为 100cm，宽为200cm时，整个矩形海报的面积最小，
最小值为 75600c皂圆.

圆圆援（员）证明院 枣（择）
责 越 择圆原责择垣择

责 越
择圆垣择
责 原择，枣（责）

择 越 责圆原责圆垣择
择 越员，

所以 枣（择）
责 原 枣（责）

择 越 择圆垣择
责 原择 原员 越

（择垣员）（择原责）
责 ，

因为 责跃择跃园，所以（择垣员）（择原责）
责 约园，

即 枣（择）
责 原 枣（责）

择 约园，所以 枣（择）
责 约 枣（责）

择 援
（圆）解院由题意得

枣（园）跃园，
枣（员）约园，
枣（圆）跃园，嗓

即
择跃园，员原责垣择约园，源原圆责垣择跃园，嗓

又 责跃园，作出不等式组表示的平面
区域如图中阴影部分所示，由线性规
划的知识可知，责垣择 在 粤（3，2）处取得
最大值 缘，在 月（1，0）处取得最小值 员，因
为点 粤，点 月，不在可行域内，所以 责垣择
取不到最大值与最小值，可得 员约责垣择约缘援所以 p+q的取值范围是（1，5）.
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渊第 22题图冤

第 16期
第 2~3版同步周测

一尧选择题员耀远援D月粤悦B粤苑耀员圆援悦月月阅粤月
二尧填空题

员猿援- 源苑 员源援缘 员缘援 远姨猿 ，1 员远援 85
三尧解答题员苑援（员）证明院连接 粤悦，交 月阅 于点 韵，

连接 韵耘，因为正四棱柱 粤月悦阅原粤 员月员悦员阅员
中，四边形 粤月悦阅是正方形，所以 韵是 粤悦
中点，因为 耘为 悦悦员的中点，所以 韵耘椅
粤悦员，因为 粤悦员埭平面 月阅耘，韵耘奂平面
月阅耘，所以 粤悦员椅平面 月阅耘援
（圆）解院以 阅为原点，阅粤 所在直线为 曾

轴，阅悦所在直线为 赠轴，阅阅员所在直线为 扎
轴，建立如图所示的空间直角坐标系，因为
粤月越月悦越员，粤粤 员越源，所以 粤 员（员，园，源），悦员（园，员，源），
阅（园，园，园），耘（园，员，圆），则 粤 员悦员 越（原员，员，园），
阅耘 越（园，员，圆），设异面直线 粤 员悦员与 阅耘所成

角为 兹，则 糟燥泽兹越 粤 员悦员·阅耘
粤 员悦员·阅耘

越 员
圆姨 伊 缘姨 越

员园姨员园 援 所以异面直线 粤 员悦员与 阅耘所成角

的余弦值为 员园姨员园 援
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渊第 17题图冤员愿援（员）证明院过 孕在平面 孕粤阅内作直
线 造椅粤阅，由 粤阅椅月悦，可得 造椅月悦，即 造为
平面 孕粤阅和平面 孕月悦的交线，因为 孕阅彝
平面 粤月悦阅，月悦奂平面 粤月悦阅，所以 孕阅彝
月悦，又 月悦彝悦阅，悦阅疑孕阅越阅，所以 月悦彝平
面 孕阅悦，因为 造椅月悦，所以 造彝平面 孕阅悦.
（圆）解院如图，以 阅 为坐标原点，直线

阅粤，阅悦，阅孕所在的直线分别为 曾，赠，扎轴，建
立空间直角坐标系 阅原曾赠扎，则 阅（园，园，园），
粤（员，园，园），悦（园，员，园），孕（园，园，员），月（员，员，园），
设 匝（a，园，员），则阅匝 越（a，园，员），孕月 越（员，员，
原员），阅悦 越（园，员，园），设平面 匝悦阅 的法向量

为 灶越（x，y，z），则 灶·阅悦 越园，
灶·阅匝 越园，嗓 所以 y越园，

葬x垣z越园，嗓
令 x越-员，可得 灶越（原员，园，a），所以 糟燥泽〈灶，
孕月〉越 灶·孕月

灶 孕月
越 原员原a

猿姨 · 1+a圆姨 .设 PB与

平面 QCD 所成角为 兹，则 sin兹= 3姨猿 ·

a+1
1+a2姨 = 3姨猿 1+ 2a

a2+1姨 臆 远姨猿 ，当且

仅当 a=1时，等号成立. 所以 孕月与平面
匝悦阅所成角的正弦值的最大值为 远姨猿 援
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渊第 18题图冤

员怨援（员）证明院连接 粤耘，与 月阅 交于点
晕，连接 酝晕援因为侧面 粤月耘阅 是平行四边
形，所以点 晕是 粤耘的中点援因为点 酝是棱
耘云的中点，所以 酝晕椅粤云援因为 粤云埭平面
月阅酝，酝晕奂平面 月阅酝，所以 粤云椅平面
月阅酝援
（圆）解院因为三棱锥 月原阅耘云的体积为

源，所以三棱柱 粤月悦原阅耘云的体积为 员圆，所
以四棱锥 月原粤阅云悦的体积为 员圆原源越愿援因为
侧面 粤阅云悦是边长为 圆的正方形，所以侧
面 粤阅云悦的面积为 圆伊圆越源援

设点 月 到平面 粤阅云悦 的距离为 澡，则
员猿 伊源澡越愿，解得 澡越远援故点 月 到平面 粤阅云悦
的距离为 远，

圆园援（员）证明院因为 阅悦彝阅月，阅悦彝阅粤，
阅月疑阅粤越阅，所以阅悦彝平面 粤月阅，因为 悦阅奂
平面 月悦阅，所以平面 月悦阅彝平面 粤月阅.
（圆）解院因为 猿粤月越圆粤晕，令 粤月越圆，则

粤晕越猿，在吟粤月阅中，粤阅越月阅越猿，粤月越圆，
所以 杂吟粤月阅越 员圆 伊粤月伊 粤阅圆原蓸 员圆 粤月 蔀 圆姨 越

圆 圆姨 援
在吟粤月悦 中，粤月 边上的高为 粤晕越猿，

则 杂吟粤月悦越 员圆 伊圆伊猿越猿.设点 D到平面 ABC的
距离为 d.

由 灾 悦-粤月阅越灾阅-粤月悦，得
员3·CD·圆 圆姨 = 员3·

凿·猿，所以 凿越 圆 圆姨猿 援则 粤阅与平面 粤月悦所

成角的正弦值为 凿
粤阅 越 圆 圆姨怨 援

圆员援（员）证明院由 粤C员=圆 圆姨 ，粤C=粤 员C员越
AA 员=2，得 A悦2员=AA 2员+A 1悦2员，所以 AA 员彝粤 员悦员.
又 CC员椅A 员A，所以 CC员彝A 员C员.因为吟BCC员
是正三角形，所以吟BB员C员是正三角形.

因为 P是 BB员 的中点，所以 C员P彝
月员B，因为 C员C椅月员B，所以 C员P彝C员C.

因为 C员P疑粤 员悦员=悦员，悦员P，粤 员悦员奂平面
粤 员悦员P，所以 C悦员彝平面 粤 员悦员P.
（圆）解院由（1）知 C员C彝粤 员悦员，又 粤C椅

粤 员悦员，所以 粤C彝C员C，又 粤C彝B悦，B悦疑
C员C=C，B悦，C员悦奂平面 B悦C员B员，所以 粤C彝
平面 B悦C员B员，又 A悦奂平面 AB悦，所以平面
AB悦彝平面 B悦C员B员. 取 月悦 的中点 O，由
吟月C悦员为正三角形，得 悦员O彝BC，因为平
面 B悦C员B员疑平面 AB悦 =B悦，悦员O 奂平面
B悦C员B员，所以 悦员O彝平面 ABC，以 O为坐标
原点，建立如图所示的空间直角坐标系，则

粤（圆，-员，0），B（0，1，0），C员（0，0， 3姨 ），C（0，
-1，0），AB 越（原圆，2，0），BC员 越（园，原员， 3姨 ）.
设平面 粤BC1 的法向量 灶 越（曾，赠，扎），则
灶·AB 越园，
灶·BC员 越园，嗓 即

原圆曾垣2赠越园，
原赠原 3姨 扎越园，嗓 取 z越员，得平

面 粤BC1 的一个法向向量为 灶越（ 3姨 ，

3姨 ，员）.
由（1）知 C悦员彝平面 粤 员悦员P，所以平面

粤 员悦员P 的一个法向向量为 CC员 越（园，员，
3姨 ），

所以 糟燥泽 〈CC员 ，灶〉越 CC员·灶
CC员 · 灶

越
圆 猿姨

2伊 7姨 越 21姨苑 .
所以平面 粤BC员与平面 A 员C员P所成锐

二面角的余弦值为 21姨苑 .
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渊第 21题图冤圆圆援（员）证明院因为 AB=AD，O为 BD的
中点，所以 AO彝月阅，又平面 ABD彝平面
BCD，平面 ABD疑平面 BCD=BD，AO奂平
面 ABD，所以 AO彝平面 BCD，又 CD奂平
面 BCD，所以 AO彝CD.
（圆）解院取 OD的中点 F，因为吟OCD为

正三角形，所以 CF彝O阅，过 O作 OM椅CF
与 BC 交于点M，则 OM彝OD，所以OM，O
D，OA 两两垂直，以点 O为坐标原点，分别
以OM，OD，OA 为 x轴，y轴，z轴，建立如图
所示的空间直角坐标系，则B（园，-1，0），
C 蓸 3姨圆 ，员圆 ，0 蔀，D（0，1，0），设 A（0，0，t），
则 E 蓸0，员3 ，2t3 蔀，因为 OA彝平面 BCD，所

以平面 BCD的一个法向向量为OA 越（0，园，
t），设平面 BCE的法向向量为 灶越（曾，赠，扎），

又BC 越 蓸 3姨圆 ，32 ，0 蔀，BE 越 蓸 0，43 ，2t3 蔀，
所以 灶·BC 越园，

灶·BE 越园，嗓 即

3姨圆 x垣 32 y越园，
43 y+ 2t3 扎越园，

扇

墒

设设设设设缮设设设设设

令 曾越

3姨 ，则 赠=-1，z = 2
t ，故 灶越 蓸 3姨 ，-1，2

t 蔀，
因为二面角 E -BC-D 的大小为 45毅，所
以 糟燥泽〈灶，OA〉 越 灶·OA

灶 OA
越 2

t 4+ 4
t2姨 =

2姨2 ，解得 t=1，所以 OA =1，又 S吟OCD越 12 伊
1伊1伊 3姨2 越 猿姨4 ，所以 S吟BCD越2S吟OCD=

3姨2 ，故 V A-BCD= 13·S吟BCD·OA= 13 伊 3姨2 伊
1= 猿姨远 .
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渊第 22题图冤
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第2~3版同步周测
一尧选择题员~6援阅C悦悦CD苑~12援粤粤AB悦月
二尧填空题
员猿援39仔 员源援 猿3姨
员缘援仔 员远援 2姨4
三尧解答题员苑援解院（员）由题意，四棱锥为正四棱

锥，因为该四棱锥的侧棱长为 圆姨 葬，底面
是边长为 葬的正方形，所以四棱锥的高为

远姨圆 葬，设外接球的半径为 砸，则有 砸圆越
蓸 圆姨圆 葬蔀 圆垣 蓸 远姨圆 葬原砸 蔀 圆，所以 砸越 远姨猿 葬，
所以外接球的体积为

源猿 仔伊 蓸 远姨猿 葬蔀 猿越 愿 远姨圆苑 仔葬猿.
（圆）设内切球的半径为 则，则 员猿 伊葬圆伊
远姨圆 葬越 员猿 伊 蓸葬圆垣源伊 员圆 伊葬伊 圆葬圆原葬圆源姨 蔀伊则，
所以 则越 源圆姨 原 远姨员圆 葬，
所以内切球的表面积为

源仔则圆越 源原 苑姨猿 仔葬圆援
员愿援解院（员）设圆锥底面半径为 则糟皂，母

线的长为 造糟皂，则 造越员园糟皂，且 圆仔则越仔造，解得
则越缘糟皂，所以该圆锥的表面积 杂越仔则造越缘园仔
（糟皂圆），圆锥的高 澡越 l圆原则圆姨 越缘 猿姨 （糟皂），
所 以 该 圆 锥 的 体 积 为 灾 越 员猿 仔则圆澡 越
员圆缘 猿姨 仔猿 （糟皂猿）援
（圆）由（员）知，圆锥的轴截面为等边三

角形，且边长为 员园cm，所以最高点到桌面
的距离为等边三角形的高，澡忆越缘 猿姨 cm援故
该圆锥被吹倒后，其最高点到桌面的距离

凿越缘 猿姨 cm援员怨援（员）解院 在直三棱柱 ABC-粤 员B员C员
中，月B员彝粤 员B员，又 月F彝粤 员B员，月B员疑BF越B，
月B员，B云奂平面 BCC员B员，

所以 粤 员B员彝平面 BCC员B员.
因为 AB椅粤 员B员，
所以 粤B彝平面 BCC员B员，又 BC奂平面

BCC员B员，所以 AB彝BC，又 AB=AC=2，所以
AC= 22+22姨 =2 2姨 .

又 E为 AC的中点，
所以 CE=BE= 2姨 ，BE彝AC，
又侧面 粤粤 员B员B为正方形，F为 CC员的

中点，所以 A粤 员=AB=2，CF= 员圆 CC员= 员圆 A粤 员=1，
所以 V F-EBC= 员3·S吟EBC·CF= 员3 伊 员圆 伊 圆姨 伊

圆姨 伊1=员3 ，即三棱锥F-EBC的体积为 员3 援
（圆）证明院如图，取 BC的中点 G，连接

EG，B员G，设 B员G疑BF越H，因为点 E 是 AC
的中点，点 G 是 BC的中点，

所以 EG 椅AB，又 AB椅B员D，所以
EG椅B员D，所以 E，G，B员，D四点共面，

由（1）可得 AB彝平面 BCC员B员，

所以 EG彝平面 BCC员B员，
所以 BF彝EG.
因为 tan蚁CBF= CF

BC = 12 ，tan蚁BB员G=
BG
BB员

= 12 ，且蚁CBF和蚁BB员G都是锐角，
所以蚁CBF=蚁BB员G，
所 以 蚁BHB员 = 蚁BGB员 + 蚁CBF =蚁BGB员+蚁BB员G=90毅，
所以 BF彝B员G.
又 EG 疑B员G =G，EG，B员G 奂 平 面

EGB员D，所以 BF彝平面 EGB员D，又 DE奂平
面 EGB员D，所以 BF彝DE.
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渊第 19题图冤圆园援（员）证明院因为以 BC为直径的圆 O
过点 A，所以 粤月彝粤C，因为 PA彝底面
粤BC阅，所以 PA彝AB，又 PA疑A悦=A，PA，
AC奂平面 PAC，所以 AB彝平面 PAC，所
以 AB彝AM，又四边形 ABCD 为平行四边
形，所以 AB椅CD，所以 AM彝CD.

因为 AC越AP，M 为 PC 中点，所以
AM彝孕C，因为 CD疑P悦=C，CD，P悦奂平面
PCD，所以 AM彝平面 PCD，因为 AM奂平
面 OAM，所以平面 OAM彝平面 PCD援
（圆）解院由题意，得 BC=AD=2OA =4，因

为 PA 彝底面 ABCD，所以 PA 彝AC，又
AC=AP=2，所以 PC=2 2姨 .因为 M 为 PC
的中点，所以 AM= 员2 PC= 2姨 ，由（员）知，
粤M彝平面 PCD，所以 AM彝MD，所以 MD=

AD2原AM2姨 = 16-2姨 = 14姨 ，

所以 杂吟AMD越 员2 伊 2姨 伊 14姨 越 7姨 .
因为Rt吟PAB≌Rt吟CAB，所以BP越

BC越4，O，M 分别为 B悦，P悦 的中点，所以
OM越 员圆 BP=圆=OA，

设AM边的高为h，则h越 OA 2原蓸 AM2 蔀2姨 越
14姨圆 ，所以杂吟OAM越员2 伊 2姨 伊 14姨圆 越 7姨圆 ，

因为 OA越OC，MA越MC，
所以吟OMA≌吟OMC，

所以 杂吟OMC越杂吟OMA越 7姨圆 .
因为 V M-ACD=V A-CMD，

所以 员3 伊 员2 PA伊杂吟ACD= 员3 伊AM伊杂吟CMD，

即 员3 伊1伊 员2 伊2伊2 3姨 = 员3 伊 2姨 伊杂吟CMD，

所以 杂吟CMD= 6姨 ，
所以四棱锥 M -AOCD 的侧面积

杂越2 7姨 垣 6姨 援圆员援（员）证明院连接 粤悦 交 月阅 于点 O，
连接 OE. 因为四边形 粤月悦D是直角梯形，
且 AD彝DC，粤D椅B悦，A阅越4，月C越2，所以
吟粤DO∽吟悦B韵，且 粤韵

韵悦 越 粤D
悦B 越2.又点 E

为线段 PA 的靠近点 P的三等分点，所以

A耘
耘P 越2，所以 粤韵

韵悦 越 粤E
EP ，所以 OE椅CP.

又 韵耘奂平面 BDE，PC埭平面 BDE，所
以 PC椅平面 BDE援
（圆）解院因为异面直线 孕A 与 月悦 所成

的角为 源缘毅，粤阅椅月悦，所以蚁孕A阅=源缘毅，
又 孕阅彝平面粤月悦阅，粤阅奂平面 粤月悦阅，
所以 孕阅彝AD，又 AD= 4，
所以 PD=AD=4.
所以V P-ABCD= 员3·S 梯形 ABCD·PD= 员3 伊 员圆 伊

（2+4）伊圆伊4=8，
所以 灾 E原粤月阅= 员3·S吟ABD·

23 PD越 员猿 伊 员圆 伊4伊
2伊23 伊4越 329 援

所以多面体 月悦阅EP 的体积 灾 BCDEP越
V P-ABCD-灾 E原粤月阅=8- 329 = 409 援
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渊第 21题图冤圆圆援（员）证明院因为 孕在已韵 上，粤月 是已韵 的直径，所以 粤孕彝月孕.因为 粤粤 员彝
平面 孕粤月，所以 粤粤 员彝月孕，

又 粤孕疑粤粤 员 越粤，所以 月孕彝平面
孕粤粤 员，又 粤 员孕奂平面 孕粤粤 员，故 月孕彝粤 员孕援
（圆）解院淤由题意知，
灾 圆柱越仔·韵粤 圆·粤粤 员越源仔·粤粤 员越员圆仔，
解得 粤粤 员越猿，
由 韵粤越圆，蚁粤韵孕越员圆园毅，
得蚁月粤孕越猿园毅，月孕越圆，粤孕越圆 猿姨 ，

所以 杂吟孕粤月越 员圆 伊圆伊圆 猿姨 越圆 猿姨 ，

所以三棱锥 粤 员原粤孕月的体积
灾 A 1-APB越 员猿 杂吟孕粤月·粤粤 员

越 员猿 伊圆 猿姨 伊猿
越圆 猿姨 援于在 粤孕 上存在一点 酝，当 酝 为

粤孕的中点时，使异面直线 韵酝与 粤 员月所成
角的余弦值为 圆缘 援

证明院因为 韵、酝分别为 粤月、粤孕的中
点，则 韵酝椅月孕，所以蚁粤 员月孕就是异面直
线 韵酝与 粤 员月所成的角，因为 粤粤 员越猿，粤月越源，所以 粤 员月越缘援又 月孕彝粤 1孕，在
砸贼吟粤 员孕月中，糟燥泽蚁粤 员孕月越 月孕

粤 员月 越 圆缘 援
所以在 粤孕上存在一点 酝，当 酝为 粤孕

的中点时，使异面直线 韵酝与 粤 员月所成角
的余弦值为 圆缘 援

（第 22题图）
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一尧选择题员~6援阅DBA阅月 苑~12援D悦粤B粤悦
二尧填空题
员猿援源 员源援31 3姨
员缘援60毅，45毅 员远援- 员源
三尧解答题员苑援 证明院（员）因为 酝是棱柱的侧面

粤粤 员悦员悦对角线的交点，所以 酝是 粤悦员中
点援因为 阅是 粤月中点，所以 酝阅椅月悦员，因
为 酝阅埭平面 粤 员月悦员，月悦1奂平面 粤 员月悦员，所
以 酝阅椅平面 粤 员月悦员援
（圆）因为 粤月越粤悦，耘 是 月悦 中点，所

以 粤耘彝月悦援 因为 粤粤 员彝平面 粤月悦，粤耘奂
平面 粤月悦，所以 粤粤 员彝粤耘援

因为在三棱柱中 月月员椅粤粤 员，所以
月月员彝粤耘援 因为 月月员疑月悦越月，月月员奂平面
BCC1B1，月悦奂平面 月悦悦员月员，所以 粤耘彝平
面 月悦悦员月员援因为 粤耘奂平面 酝粤耘，所以平
面 酝粤耘彝平面 月悦悦1月1援员愿援证明院（员）因为 孕粤彝平面粤月悦阅，
粤月奂平面 粤月悦阅，所以 粤月彝孕粤 .又粤月彝
粤阅，孕粤疑粤阅越粤，所以 粤月彝平面 孕粤阅，因
为 孕阅奂平面 孕粤阅，所以 粤月彝孕阅援
（圆）因为 悦阅越圆粤月，耘为 悦阅的中点，

所以 粤月越阅耘，又因为 粤月椅D耘，所以四边
形 粤月E阅为平行四边形，所以 粤阅椅月耘援
因为 耘，云分别是 悦阅和 孕悦的中点，所以
耘云椅孕阅援因为 耘云疑月耘越耘，孕阅疑粤阅越阅，所
以平面 月耘云椅平面 孕粤阅援员怨援（员）证明院连接 粤B1，交 A 1B 于点
韵，连接 韵M，则 O为 粤B1的中点，因为 M
为 AC 的中点，所以 韵M椅B1C，又 OM奂
平面 A 1BM，B1C埭平面 A 1BM，所以直线
B1C椅平面 A 1BM.
（圆）解院 由（员）知 韵M椅B1C，所以蚁B韵M或其补角为异面直线 B1C 与 A 1B

所成的角.
因为 粤A 1彝平面 粤月C，粤B，BM奂平面

ABC，所以 粤A 1彝AB，粤A 1彝BM，因为蚁BAC=仔猿 ，A B=AC=2，所以吟ABC为等边三角形，又M
为AC的中点，所以BM彝AC，BM= 3姨 .

又 粤A 1 疑AC =A，粤A 1，AC 奂 平 面
AA 1C1C，所以 BM 彝平面 AA 1C1C，又
A 1M奂平面 AA 1C1C，所以 BM彝A 1M.

由 粤A 1彝AB，粤A 1=AB=2，得 A 1B=2 圆姨 ，

所以OM=OB=员2 A 1B= 圆姨 . 在吟OBM中，由
余 弦 定 理 的 推 论 ， 得 cos 蚁BOM =
OM2+OB2-BM2

2OM·OB = 2+2-3
2伊 圆姨 伊 圆姨 = 员源 .

故异面直线B1C与A 1B所成角的余弦值为员源 .
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渊第 19题图冤

圆园援（员）证明院因为 杂月越杂悦，酝是 月悦的
中点，所以 杂酝彝月悦，因为平面粤月悦阅彝平
面 杂月悦，平面 ABCD疑平面 SBC=BC，所以
杂酝彝平面 粤月悦阅援因为 粤酝奂平面 粤月悦阅，
所以 杂酝彝粤酝援 因为四边形 粤月悦阅 是矩
形，酝 是 月悦 的中点，粤月越员，月悦越圆，所以
AM2+MD2=AD2，所以 粤酝彝酝阅，又 SM疑
MD=M，所以 粤酝彝平面 杂酝阅，又 杂阅奂平
面杂酝阅，所以 粤酝彝杂阅援
（圆）解院由（员）知吟粤酝杂 为直角三角

形，蚁粤酝杂越怨园毅，粤酝越 圆姨 ，因为 杂酝越
远姨猿 ，所以 杂粤越杂阅越 圆 远姨猿 ，因为 粤酝越

酝阅越 圆姨 ，

所以 杂吟粤酝阅越员圆 粤酝·酝阅越员圆 伊（ 圆姨 ）圆越员，
所以 灾 杂 原粤阅酝 越 员猿 ·杂酝·杂 吟粤酝阅 越 员猿 伊

远姨猿 伊员越 远姨怨 .
在吟粤阅杂 中，杂粤 越S阅越 圆 远姨猿 ，粤阅越

圆， 设 粤阅 边 上 的 高 为 澡， 则 澡 越
杂阅圆原 蓸 粤阅圆 蔀 圆姨 越 圆源怨 原员姨 越 员缘姨猿 ，所

以 杂吟粤阅杂越 员圆 澡·粤阅越 员圆 伊 员缘姨猿 伊圆越 员缘姨猿 援
设点 酝 到平面 粤阅杂 的距离为 凿，由

灾 杂原粤阅酝越灾酝原粤阅杂，得 灾酝原粤阅杂越 员猿 凿·杂吟粤阅杂越 员猿 凿·

员缘姨猿 越 远姨怨 ，所以 凿越 员园姨缘 ，故点 酝

到平面 粤阅杂的距离为 员园姨缘 援
圆员援（员）证明院连接 AC，因为蚁APB=仔2 ，则在 Rt吟PAB中，PB=2 3姨 ，AB=4，

所以 PA =2，因为点 M是 AB的中点，所
以 BM=PM=2，因为四边形 ABCD是菱形，
所以 AB=BC，又蚁MBC=仔猿 ，所以吟ABC是
等边三角形，又M是 AB的中点，所以 CM彝
AB. 又 BM=2，BC=4，所以 CM=2 3姨 .在
吟PMC 中，PM =2，CM =2 3姨 ，PC =4，则
PC2=CM2+PM2，故 PM彝CM，又 粤B疑PM=
M，粤B，PM奂平面 PAB，所以 CM彝平面
PAB.
（圆）解院 由（1）知，CM彝平面 PAB，又

CM奂平面 ABCD，所以平面 PAB彝平面
ABCD.以点酝为坐标原点，分别以MB，MC，
为 x轴，y轴，建立如图所示的空间直角坐标
系，则酝（0，0，0），C（0，2 猿姨 ，0），D（-4，2 猿姨 ，
0），N（-2，2 猿姨 ，0），设 P（x0，0，z0），在吟PAB
中，z0= PA·PB

AB = 3姨 ，又 PM=2，所以
x0=-1，则 P（-1，0， 猿姨 ），所以MP 越（-1，0，

猿姨 ），MD 越（-4，2 猿姨 ，0）.
设平面 PMD的法向量为 m=（x，y，z），

则 m·MP =0，
m·MD =0，嗓 即越 -x+ 3姨 z=0，

-4x+2 3姨 y=0，嗓 令 z=1，
则 x= 3姨 ，y=2，故平面 PMD的一个法向
向量为m=（ 3姨 ，2，1）.

又PN 越（-1，2 猿姨 ，- 猿姨 ），设直线
PN与平面 PMD所成角为 兹，

所 以 sin兹 = 糟燥泽 〈 PN ，m〉 越
PN·m

PN ·m
= 2 3姨

2 2姨 伊4 = 6姨8 ，故直线

PN 与平面 P酝D 所成角的正弦值为
6姨8 援
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圆圆援 解院（员）连接 BD，因为 PD彝底面
ABCD，且 粤酝奂平面 粤月悦阅，所以 A酝彝
PD，又 A酝彝PB，PB疑PD=P，PB，PD奂平面
PBD，所以 A酝彝平面 PBD，又 BD奂平面
PBD，则 A酝彝BD，所以蚁ABD+蚁ADB=90毅，又蚁ABD+蚁MAB=90毅，所以蚁ADB=蚁MAB，所以 Rt吟DAB∽Rt吟ABM，则
AD
AB = BA

BM ，又四边形 ABCD是矩形，所
以 AD=BC，又 M 是 BC 的中点，所以
BM= 员圆 BC，所以 员圆 BC2=1，解得 BC= 圆姨 .
（圆）因为 DA，DC，DP两两垂直，故以

点 D为坐标原点，分别以 DA，DC，DP所
在直线为 x轴，y轴，z 轴，建立如图所示
的空间直角坐标系，则 A（ 圆姨 ，园，园），
B（ 圆姨 ，1，0），M蓸 圆姨圆 ，1，0蔀，P（0，0，1），所
以AP 越（- 圆姨 ，0，1），AM 越蓸原 圆姨圆 ，1，0蔀，
BM 越 蓸原 圆姨圆 ，0，0 蔀，BP 越（- 圆姨 ，-1，1）.

设平面 AMP的法向量为 灶越（曾1，赠1，

扎1），则 灶·AP 越园，
灶·AM 越园，嗓 即

- 2姨 x1+z1=0，
原 圆姨圆 x1+y1=0，嗓 令

x1= 2姨 ，则 y1越1，z1越2，故平面 AMP的一
个法向向量为 灶越（ 2姨 ，1，2）.

设平面 BMP的法向量为 m越（曾2，赠2，

扎2），则有 m·BM 越园，
m·MP 越园，嗓 即 原 圆姨圆 曾2=0，

原 圆姨 曾2-赠2+扎2=0，嗓
令 赠2越1，则 扎2越1，故平面 BMP的一个法向
向量为 m=（0，1，1）.

所 以 糟燥泽 〈灶，m〉 越 n·m
n m =

3
7姨 伊 2姨 = 3 14姨14 ，设二面角 A-PM-

B的平面角为 琢，则 糟燥泽琢 = 糟燥泽〈灶，m〉，
所以 sin琢越 1-cos2琢姨 越 1-cos2〈灶，m〉姨 =

1- 蓸 3 14姨14 蔀 2姨 = 70姨14 ，

所以二面角 A 原孕M原B 的正弦值为
70姨14 援


